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  ای دینامیک تک گونه
Single-species dynamics  

  
های مختلف گیاهان، حیوانات و میکروارگانیـسمها اسـت؟ چـرا تعـداد آنهـا نوسـان میکنـد و یـا منقـرض                          کننده تراکم گونه    چه چیزی تعیین  

الاتی است که در دینامیک اکولوژیکی      های مختلف با هم تعامل میکنند تا فراوانی خود را تعیین نمایند؟ اینها برخی سو                میشوند و چگونه گونه   
ای اشـاره شـده و اصـول اساسـی      در این مبحث به دینامیک سیستمهای تک گونه. جمعیت وجود دارد و در این مبحث به آنها پرداخته میشود  

. هـای دیگـر نیـست       گونـه گیرند که دینامیک آنها تحت تاثیر         هایی مورد مطالعه قرار می      به همین دلیل گونه   . آن مورد بحث قرار گرفته است     
ای در فهـم   گونـه  همچنـین بررسـی دینامیـک تـک    . بنابراین میتوانیم بسیاری از فرایندهای مهم را به سادگی و دقت مورد بررسی قرار دهیم             

  . ای همچون سیستمهای کشاورزی باشند های نسبتا ساده جمعیتهای واقعی کمک شایانی میکند به ویژه اگر آنها در محیط
تراکم و یا تعداد افراد در یک جمعیت بسته، بـا افـزایش             : ساده در مرکز تمامی مطالعات مربوط به دینامیک جمعیت وجود دارد          یک حقیقت   

مهاجرت شامل  . اگر جمعیت بسته نباشد لازم است که بحث مهاجرت نیز در نظر گرفته شود             . یابد  تولد زیاد میشود و با مرگ آنها کاهش می        
ای که در آن میزان تولد بر میزان مرگ و میر فزونی              جامعه. است) emigration( و مهاجرت به خارج       )immigration(مهاجرت به داخل    
اگر میزان تولد و مرگ ثابت بمانـد در ایـن صـورت    . مهم مد تغییر جمعیت است    . یابد  یابد و در حالت عکس آن کاهش می         گیرد افزایش می  

در ابتـدای ایـن   .  بود و دینامیک جمعیت در مقیاس هندسی و نه حسابی تغییر خواهد کـرد افزایش یا کاهش جمعیت به صورت نمایی خواهد  
مبحث محاسبات میزان رشد نمایی جمعیت برای انواع مختلف جمعیتها ارائه میشود و خواهیم دید که چگونه چنین محاسباتی کـه بـر اسـاس           

ها به صورت کاربردی مورد  اند میتوانند در بیولوژی جمعیت بنا شده) مرگ و مهاجرت نرخ تولد،   (های دموگرافیک     های ساده شده نرخ     فرض
این واقعیت که تعداد افراد یک جمعیت در یک دوره زمانی نسبتا طولانی ثابت باقی میماند خود به این معنـی اسـت کـه                         . استفاده قرار گیرند  

اد افـراد جمعیـت، نـزخ مـرگ و میـر در مقایـسه بـا نـرخ تولـد                     در حقیقت به موازات افزایش تعد     . مانند  نرخهای دموگرافیک ثابت باقی نمی    
تغییـرات  در جمعیتهای واقعی ایـن گونـه تغییـرات دموگرافیـک توسـط اکولوژیـستها بـه                  . یابد تا زمانی که بر آن فزونی میگیرد         افزایش می 

وجود همین حالـت غیـر   .  نامگذاری میشودیبازخور منف  و توسط مهندسین به عنوان       تغییرات غیر خطی   و توسط ریاضیدانان     وابسته به تراکم  
یـک چیـز مهـم دیگـر هـم          .  میشود و در آن نرخ تولد درست به اندازه نرخ مرگ و میـر میگـردد                تعادل پایدار خطی است که منجر به ایجاد       

تـر   عجیـب .  نشان دهدهای خاصی از خود جمعیت در حالت پایدار نباشد ولی سیکل : ممکن است در رفتارهای دینامیکی جمعیت  اتفاق بیافتد        
 کـائوس بینی به خود بگیرند و به بیان ریاضی ممکن است حالت  ها ممکن است منظم نباشند و حالت پیچیده و غیر قابل پیش           اینکه این سیکل  

یاضـی   مطرح شـد و در ایـن حـوزه جدیـد از علـم ر               1970 در جمعتیهای ساده برای اولین بار در سالهای          کائوساحتمال دینامیک   . پیدا کنند 
در قسمتها بعدی این مبحث عواقب نرخهای دموگرافیک تابع         . مشکلات اکولوژی و پی بردن به مکانیسم آنها از اهمیت خاصی برخوردار بود            

در آخرین مطالب این مبحث تعریـف خـواهیم       .  مورد بررسی قرار میگیرد    کائوستراکم و تعینی مورد بحث قرار گرفته و در اکولوژی بحث            
ان تعینی کلیه نرخهای دموگرافیک آیا ثابت هستند و یا تحت تاثیر تراکم جمعیت تغییر میکنند و عامـل شـانس چـه اثـری بـر                           کرد که به بی   

وقتـی متوسـط تعـداد تولـد     . هستند) random effects(بدیهی است که تمامی جمعیتهای واقعی در معرض اثرات تصادفی . روی آنها دارد
شد، برخی بیشتر و برخی کمتر از دو بچه خواهند داشت و در برخی سـالها و در برخـی جاهـا در یـک گونـه،       نفر با  2ها در هر سال برابر        بچه

 باشد ولی در یـک سـال        2از این بالاتر ممکن است نرخ تولد برای سالها برابر           . متوسط مربوطه ممکن است اندکی کمتر یا اندکی بیشتر باشد         
ای در مطالعـه جمعیتهـا بـه          های قابل ملاحظه     سال اخیر پیشرفت   10در  .  تکثیر مثل بپردازند   سنگی برخورد کرده و هیچ کس نتواند به         شهاب

  .این مفهوم نیز در ادامه بحث مورد بررسی بیشتر قرار میگیرد. عمل آمده است که یکی از آنها اثرات استوکاستیک است
  

  نرخ رشد جمعیت
هایی چون نیوتـون و انـشتین را دارد و علـم تکامـل نیـز       حالی که علم فیزیک غول   در  . ها و قهرمانان خاص خود را دارد        هر موضوعی اسطوره  

مالتوس اولین فـردی نبـود کـه طبیعـت هندسـی            . خود را مدیون داروین میداند، دینامیک جمعیت نیز خود را مرهون توماس مالتوس میداند             
 رساله مـشهوری    1798مالتوس در سال    . ن نتیجه علمی رسید   رشد جمعیت را مطرح کرد ولی اولین کسی بود که از طریق کارهای خود به ای               

در زمینه اصول جمعیت منتشر کرد و امروز میدانیم که هر گونه جمعیتی از قبیل فیل، شته و امثال آن اگر برای مدت چنـد سـال بـدون هـیچ          
 کره زمین نیز بیشتر شود و ایـن درسـت           ها از وزن    محدودیتی رشد کند، رشد هندسی او باعث خواهد شد که در مدت کوتاهی وزن توده آن               

. این عبارت به قدری قدرتمند بود که دارویـن را هـم تحـت تـاثیر قـرار داد                  . مطلبی است که برای اولین بار مالتوس به آن اشاره کرده است           
قابل توارث که به نفـع یـک   بالایی باید توسط یک نیروی مرگ و میر بالا متوازن شود و هر صفت       ) fecundity (باروریبدیهی بود که چنین     

البته پیام مالتوس به عنوان فردی از طبقه کشیشان قدرتمند جامعه کـه ملهـم از دریافـت او از                    . نفر باشد به افزایش فراوانی آن منجر میشود       
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اگـر نـام    . لایی داشـتند  جامعه بود مستلزم انجام کاری در مورد طبقات پایین جامعه بود که به نحو مسئولیت ناشناسی باروری و تولید مثـل بـا                      
  . مالتوس را در گوگل جستجو کنیم خواهیم دید که او قهرمان کنسرسیوم نامطبوع مهندسین جامعه مدرن امروزی است

دار و مبهم آن، وقتی بر پایه نرخهای دموگرافیک بررسی میشود کمیت بـسیار مفیـدی    به هر حال نرخ رشد نمایی جمعیت علیرغم منشا سایه 
غیر ساختمند به ایـن معنـی کـه نـرخ تولـد و مـرگ در افـراد                   . یک جمیعت ساده و غیر ساختمند را در نظر بگیرید         .  قرار میدهد  در اختیار ما  

تاکنون فرض بر این ( باشد bها برابر  اگر نرخ تولید ماده. یکسان است و افراد تازه متولد شده بلافاصله بعد از تولد قادر به تولید مثل نیستند
 dو نرخ مـرگ آنهـا برابـر         ) ها ولی نه همه آنها صادق است        اثری روی نرخ رشد جمعیت ندارند، چیزی که در مورد اغلب گونه           است که نرها    

بعـلاوه اگـر انـدازه    .  باشد جمیعت کاهش خواهـد یافـت  r<0یابد و اگر   باشد جمیعت افزایش میr>0 است و اگر r = b - dباشد، آنگاه 
  : در آینده برابر است باtین صورت اندازه جمعیت در زمان  باشد در اN0فعلی جمعیت برابر 

Nt = N0 exp[rt] 
که در این مدل ساده نیازی به دانستن نـرخ تولـد و نـرخ مـرگ بـه                    توجه باید داشت  .  به رشد و یا کاهش خود ادامه میدهد        rجمعیت با توان    

یک گونه گیاهی یا    . ها به صورت مداوم تولید مثل ندارند       همه گونه  .ایم داده صورت انفرادی نیست و ما فقط تفاوت آنها را مورد استفاده قرار           
اگر تعـداد افـراد در حـال حاضـر     . ندن فرزند ماده میکλ منقطع هستند و قبل از مردن خود تولید ینظر بگیرید که دارای نسلها  جانوری را در  

  :به صورت زیر نوشت خواهد رسید که میتوان آنرا Nt = N0 λtنسل بعد به  t باشد، N0برابر 
Nt = N0 exp[ln(λ) t] 

 اسـتفاده شـده     ln(λ) از عبـارت     rملاحظه میشود که این عبارت آخری شباهت زیادی با حالت جمعیت با افزایش مداوم دارد و فقط به جای                    
البتـه  .  آینـده را محاسـبه کنـیم       این پارامترها در واقع نرخ رشد ذاتی جمعیت هستند و به ما  اجازه میدهند که تعداد افراد جمعیـت در                    . است

. افتـد   مدت چه اتفـاق مـی       ماند ولی به ما میگوید که با توجه به نرخ تولید و نر مرگ جامعه در کوتاه                   در طول زمان ثابت باقی نمی      rمیدانیم که   
های در معـرض خطـر را    های گونه پذیری بالقوه یک سری جمعیت فرض کنید فردی بخواهد آسیب . این یک ابزار مدیریتی قدرتمندی است     

محاسبه نرخ رشد جمعیتی متفاوت آنها یک پاسـخ کامـل بـه ایـن پرسـش نخواهـد داد ولـی البتـه راهنمـای مفیـدی اسـت کـه                                . ارزیابی کند 
برآورد نرخ رشد جمعیت در جمیعتها با ساختار پیچیـده در حقیقـت قـسمت مرکـزی                 . پذیری متفاوت آنها را در اختیار ما قرار میدهد          آسیب
اپیـدمولوژی نیـز    . های قابلیت حیات جمعیتها محسوب میشود که یک ابزار کاربردی در بیولوژی حفـاظتی محـسوب میـشود                   یه و تحلیل  تجز

کننده   فرض کنید جمعیت از افراد میزبان مستعد در معرض تعداد اندکی از افراد گونه آلوده              . مثال دیگری از اهمیت نرخ رشد جمعیت است       
 نظر بیماری، تولد به معنی ایجاد عفونتهای جدید است و مرگ به معنی این است که میزبان یا مجددا به زنـدگی عـادی               از نقطه . قرار میگیرند 

.  نرخ تولد و مرگ بیمـاری هـستند  d و b باشد که در آن r = b – d >0یابد که  بیماری فقط زمانی گسترش می. برگشته و یا  واقعا بمیرد
 و تفسیر ساده آن به این شرح است که بـرای توسـعه یـک               exp(r)=R0>0ت به صورت زیر بیان میشود       در ادبیات اپیدمولوژی این وضعی    

که توسط اکولوژیـستها بـه     R0محاسبه  . بیماری لازم است که هر عفونت و آلودگی اولیه بتواند حداقل یک عفونت ثانویه به دنبال داشته باشد                 
 تعـداد تولیـد مثلـی پایـه    تر از آن توسط اپیدمولوژیستنها به عنـوان   و صحیح) basic reproductive ratio (نسبت پایه تولید مثلیعنوان 

)basic reproductive numberنامیده میشود در مرکز مطالعات مربوط به تجزیـه و تحلیـل بهداشـت و سـلامت     )  یک معیار بدون بعد
  . انسان و دام قرار دارد

  
  )Structured populations(های ساختمند  جمعیت

سازی خام و اولیه  ای دموگرافیک یکسانی داشته باشند البته نوعی ساده فرض اینکه تمامی جمعیتها از افراد مشابهی ساخته شده باشند و نرخه 
در جمیعتهای پیچیده و ساختمند چگونه میتوان نرخ رشد جمعیـت را محاسـبه کـرد؟ بـرای پاسـخ بـه ایـن سـوال جمعیتـی را در نظـر                            . است

 دارای تولید مثل فصلی و منقطع هستند به طوری که بتوان در             میگیریم که 
همچنـین فـرض کنـیم کـه        . یک مقطـع از سـال جمعیـت را بررسـی کـرد            

هـای دموکرافیـک بـا سـن تغییـر            نـرخ : جمیعت دارای ساختار سنی است    
برای توصیف تعداد جمعیـت در  . میکند ولی در هر کلاس سنی ثابت است 

 x و t و زمـان  I تعداد یـا تـراکم افـراد در سـال     ni که در آن n(t) = {n1, n2, …, nx}(t):  را بنویسیم لازم است که یک بردارtزمان 
 در Iبرای بررسی اینکه چگونه تعداد جمعیت در طول زمان تغییر میکند لازم است احتمال اینکه فـردی بـا سـن            . ترین دسته سنی است     مسن

تصویر روبرو را خواهیم داشت که میتـوانیم  در این صورت . را بدانیم) fi(ه هر سال تولید میکند   و تعداد فرزندانی ک   ) pi(سال بعد زنده بماند     
ترین دسته سنی به صـورت تعـداد افـراد هـر      توجه شود که تعداد افراد جوان.  نوشتn(t+1)=A n(t)به صورت مختصر آن را به صورت 

یشود و این در حالی است که احتمال بقای افراد تا فـصل جدیـد خـط قطـری                   دسته سنی در فصل قبلی ضرب در میزان باروری آنها محاسبه م           
 1گیـری جمعیـت   مـاتریس انـدازه  نمونـه مثـالی از   ) 1معادله ( در شکل روبرو Aماتریس . تر در ماتریس بالا را به خود اختصاص میدهد         کوتاه

                                                                  
1 population-projection matrix 
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. مینامنـد ) Lreslie, 1945( آن را مـاتریس لـسلی   است و در این شکل بخصوص، چون جمعیت بر اساس ساختار سنی تنظیم شده است لذا
در 1940کامپیوتر در سـالهای     .  این است که از این معادله در کامپیوتر استفاده شود          1ترین راه کشف نرخ رشد جمعیت توسط معادله           ساده

ا  را در زمینه فرایند رشد جمعیـت توسـعه           این مدل نتایج ریاضی مهمی در اختیار ما میگذارد که دید م           . اختیار اولین واضعین این فرمول نبود     
میتـوان از ایـن مـاتریس یـک         . این ماتریس تمامی اطلاعات لازم در مورد پارامترهای دموگرافیک جمعیت را در اختیار مـا میگـذارد                . میدهد

 دسته سـنی وجـود   5اگر . ی استهای سن ای تابع تعداد دسته    درجه چند جمله  . مشتق نمود ) nمثل  ( با یک متغیر اختیاری      ای  معادله چند جمله  
همانگونـه  . داشـت خـواهیم   ) η20 (20ای از درجه       دسته سنی وجود داشته بشد چند جمله       20و اگر   ) η5 (5ای از درجه      داشته باشد چند جمله   
 نیـز   xهای از مرتبه     ای  جواب صفر دارد، در مورد چندجمله      ،دارای دو ریشه است که بر اساس آنها معادله        ) کوادراتیک(که معادله درجه دوم     

ج ریاضـی تحـت عنـوان       یای از نتا   مجموعه. خلاف معادلات درجه دوم باید به صورت عددی محاسبه شود           ریشه خواهیم داشت که بر     xتعداد  
تـر   ای دیگـر بـزرگ    ه ـ  نی بر این است که ماتریس لسلی همواره دارای یک ریشه است که از همـه ریـشه                 ت مب Perron–Frobeniusتئوری  
در . نرخ رشد دراز مدت جمعیت را نیـز در اختیـار مـا میگـذارد       است، Aای از عناصر مختلف ماتریس        ریشه که تابع پیچیده    نای لاوهبع. است

 همان اندازه جمعیت    2ایجن غالب  ریشه یا به عبارتی      ن مینامند و محاسبه بزرگتری    eigenvaluesها را تحت عنوان      ها، ریشه  تئوری ماتریس 
این نتیجه قدرتمند به ما میگوید که توزیع اولیه افراد در جمعیتی با کلاسهای سنی مختلف هر چـه                   . ما به آن احتیاج داریم    ماس ازلی است که     

این پدیـده کـه عـدم تابعیـت رشـد      . باشد، جمعیت به میزان مشخصی که تحت کنترل ایجن غالب است به رشد و یا کاهش خود ادامه میدهد    
ویژگی ارگودیک دیگر این مدلهای جمعیتی این اسـت کـه نـسبت             . نامند   می ergodicityست را اصطلاحا    جمعیت از وضعیت اولیه جمعیت ا     

: ایـن ارقـام را میتـوان از مـاتریس بدسـت آورد           . و این رقم تابع توزیع اولیه جمعیت نیست        3های سنی مختلف رقم ثابتی است       افراد در دسته  
اینهـا  . ت که هر کدام از این عناصر دوگانه با یک دسته کلاس سـنی خاصـی رابطـه دارد       اس xعدد ایجن  غالب دارای یک جفت بردار با طول           

  . غالب هستند و بزرگی نسبی عناصر آن توزیع سنی پایدار را بدست میدهد) eigenvectors(بردار ایجن 
هـا در   ستند که چگونه تولـدها و مـرگ  اکولوژیستهای کاربردی اغلب مایل ه در حالی که نرخ رشد جمعیت یک ابزار قدرتمد مدیریتی است،    

یک بیولوژیست حفظ محیط زیست به این احتیاج دارد که چگونـه تلاشـهای              . های سنی مختلف بر روی تغییر کل جمعیت اثر میگذارند           دسته
حیوانات بـا سـنین     دهی کند در حالی که متخصصین بازی اغلب به عواقب حضور              خود را بر روی افراد جوان یا پیر جمعیت متمرکز و اولویت           

ای تغییر نرخ تولد و مرگ را بر روی نرخ رشد جمعیت              میتوان اثر حاشیه  . مختلف در بازی علاقه دارند    
های مختلف انجام میگیرد و بـه تبعیـت از متخصـصین علـم اقتـصاد                  محاسبه آن به روش   . محاسبه کرد 

. به آنها اطلاق میگردد   ) elasticities (پذیری  کششو یا   ) sensitivities (حساسیتعباراتی از قبیل    
های فوق میتوان به منظور بدست آوردن اطلاعاتی در مورد سـرعت رسـیدن بـه نـرخ رشـد             از ماتریس 

 نـسبت تعـدیل  کمیت اساسی و کلیدی در این رابطـه    . مماس ازلی و توزیع سنی پایدار نیز استفاده کرد        
)damping ratio (ایـن رقـم پیچیـده    . جن در ماتریس به دومین عدد ایجـن بیـان میـشود   است که به صورت نسبت بین بزرگترین عدد ای

بنـدی    تـا کنـون در مـورد دسـته        . است و اطلاعاتی در مورد نرم بودن و یا نوسانی بودن نرخ رشد دراز مدت جمعت در اختیار ما قرار میدهـد                     
حله زندگی، جنسیت، موقعیـت جغرافیـایی و یـا هـر            بندی را بر اساس اندازه، مر       های سنی صحبت شد ولی میتوان دسته        افراد بر حسب گروه   
مرحله بـذری،  : برای مثال گیاهی را در نظر بگیرید که افراد آن را بر اساس سه مرحله زندگی آنها میتوان تقسیم کرد               . متغیر دیگر انجام داد   

مـاتریس جمعیتـی بـرای ایـن گونـه      .  نمـود  نامگـذاری 3 و 2، 1مرحله گیاه کوچک و مرحله گیاه بزرگ که میتوان به ترتیب آنها ر ا مراحل               
بین یک دوره زمانی و دوره بعدی بذرها قادر به تولیـد         . ای است   ردیف بالا نشان دهنده باروری مرحله     ). 2رابطه  (گیاهی به صورت زیر است      

عناصر زیـر  . خود ادامه میدهند فرزند میکنند که تا مرحله بذری به حیات b3 و گیاهان بزرگ تولید b2مثل نبوده ولی گیاهان کوچک تولید     
ایـن مطلـب در     .  احتمال آن را نشان میدهند که بذرها تبدیل به گیاه کوچک و گیاه کوچک تبدیل بـه گیـاه بـزرگ شـود                       a23 و   a12قطری  

ین گزینـه  میدانیم که ا( احتمال آن است که گیاهان کوچک و بزرگ به یک اندازه بمانند a3 3 و a22عناصر . ماتریس لسلی هم وجود دارد
 گیاهانی هستند که در محیط مناسبی قرار گرفته و در یک مرحله از حالت بذری به گیـاه بـزرگ                     a13در حالی که    ) در مورد بذر وجود ندارد    

  . یابد  نیز افراد بدشانسی هستند که با یک خرگوش مواجه شده و اندازه آنها به سرعت کاهش میa32تبدیل میشوند و 
 را 4ای  توزیع پایـدار مرحلـه    میتوان نرخ رشد جمعیت و      : تر نیز کاربرد دارند     های با ساختار پیچیده     ی در مورد جمعیت   همه نتایج ماتریس لسل   

های اکولوژی سودمند هستند  تحلیل مدلهای ماتریسی جمعیتهای با ساختارهای مرحله رشدی نشان داد که در بسیاری از حوزه             . محاسبه کرد 
هـای مرحلـه رشـد کـه متغیـری             توجه به مرحله رشد واقعی آنها که یک ممتغیر پیوسته اسـت در یکـی از دسـته                  ولی البته قرار دادن افراد با     

هـا  >تـصمیم گیـری در مـورد آ   . همچنین مرحله زمانی مناسب بـرای گـروه بنـدی نیـز مـشکل اسـت              . ناپیوسته است تا حدودی مشکل است     
  . ناسبی وجود دارد و انتخاب خارج از آن اب اشتباه همراه استاختیاری نیست و برخی مطالعات نشان میدهد که انتخابهای م

                                                                  
2 dominant eigenvalues 
3 stable age distribution 
4 stable stage distribution 
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از جمله میتوان به جمعیتهای یاشاره کرد که در آن کلاسهای           . قبلا متذکر شدیم که بر نتایج ارگودیک تئوری ماتریسها استثنائاتی وجود دارد           
را در نظـر بگیـریم   ) .Magicicada sp(کای شـمالی  ی آمرره دریجمعیت زنجای مثال بر. سنی مسن و بدون فعالیت تولید مثلی اشاره کرد

.  ســال طــول میکــشد تــا بــالغ شــوند 17کــه 
تازمــانی کــه بــه طــور مطلــق مخلــوط شــدن  
گروههای سنی وجود ندارد، هر کلاس سـنی        
سالانه زنجرههـا از نظـر تـراکم کـاهش و یـا         
افزایش خواهـاد یافـت ولـی نـسبت فراوانـی         

سانمیماند و   یک ـ 17...،  2،  1اولیه در سـالهای     
هیچگاه به سمت یک نوع توزیع سنی پایـدار         

های بالغ    در آمریکا، زنجره  . همگرا نمیگردند 
  ... سالگی فراوان هستند17فقط در سن 

  
  

  )Density dependence(تابعیت از تراکم جمعیت 
 بینی داشته باشیم لازم تریسها بخواهیم پیش اگر از این ما   . میدهد ارزش طرحهای ماتریسی این است که اطلاعاتی در مورد جمعیت حال به ما            

این پارامترها در طـول زمـان چگونـه تغییـر            باید بدانیم که   های جاری در مورد پارامترهای دموگرافیک را بدانیم بلکه         است که نه تنها ارزش    
 نرخ تولد روی در این بخش توجه خود را بر       . کنندیم

تراکم  و مرگ متمرکز کرده و اثر آنها بر روی تغییر         
ــورد بحــث   ــجمعیــت م ــدهیمق ــدا از یــک .رار می  ابت

جمعیت غیر ساختمند و ساده شروع میکنیم که بتوان         
آن گـاه تـراکم   . گیری نمود از هر نسل جداگانه نمونه 

هـای بعــدی بـه عنـوان تــابعی از     جمعیـت را در نـسل  
 نـشان   1-3تـصویر   . تراکم نسل جاری پلات میکنـیم     

دهنده جمعیتـی اسـت کـه نـرخ رشـد آن مـستقل از               
ــراکم اســت ــشان45خــط مقطــع . ت ــده   درجــه ن دهن

وضعیتی است که در آن تراکم جمعیـت از نـسلی بـه             
. در حقیقت نرخ رشد جمعیت در مقاطع زمانی است) λ(شیب آن خط پر نشان دهنده رشد مستقل از تراکم است که        . نسل دیگر ثابت میماند   

بدیهی است که به موازات رشد جمعیت تعداد آنها بر منابع موجود پیشی میگیـرد و در نتیجـه نـرخ تولـد کـاهش و یـا نـرخ مـرگ افـزایش                                  
یابد ولی   نسلی به نسل دیگر افزایش میوقتی تراکم جمعیت پایین است، جمعیت از.  این حالت نشان داده شده است2-3در تصویر . یابد می

در یک تـراکم خـاص هـر فـرد مـاده دقیقـا خـودش را        . وقتی تراکم افزایش مییابد میزان افزایش کاهش یافته و پس از آن معکوس میشود             
آیـد کـه    نی بوجود میتعادل زما. در این دیاگرام ساده، تعادل توسط ستاره نشان داده شده است  . جایگزین میکند و جمعیت به تعادل میرسد      

خط سیر دینامیک جمعیت را میتوان از یـک روش هندسـی بـه نـام شـبکه تـار عنکبـوتی                      .  درجه برخورد کند   45منحنی رشد جمعیت با خط      
)cobwebbing ( خواهد بود1تراکم در نسل بعدی در نقطه  .  باشد 3-3 تصویر   0فرض کنیم که تراکم جمعیت جاری در نقطه         . دنبال کرد  .

 درجه رسم کنیم تا منحنی رشد جمعیت را 45یداکردن تراکم در نسل بعدی لازم است که یک خط راست با زاویه قائمه نسبت به خط  برای پ 
در مورد جمعیتـی کـه بیولـوژی آن در          . این فرایند را میتوان ادامه داد و خط سیر جمعیت را پیدا کرد            ) 3-3 در تصویر    2 به   1خط  (قطع کند   
 یک نقطه منفـرد تعـادل   3-3در تصویر . لاصه شده است، دینامیک جمعیت به سمت نقطه تعادل پایدار هدایت میشود     خ 3-3 و   2-3تصاویر  

خط سیر جمعیت به طـور   میگویند زیرا تراکم اولیه جمعیت هر چه باشد،  globally stable equilibriumپایدار وجود دارد که به آن 
البته با توجه بـه تاریخچـه طبیعـی         ). امتخان کرد های متفاوت     میتوان این مسئله را با نقطه شروع      (ناپذیری به سمت نقطه تعادل میرود         اجتناب

 ارائـه   4-3جمعیتی را در نظر بگیرید که منحنـی رشـد  آن در تـصویر شـماره                  . هر جمعیت گاه بیش از یک نقطه تعادل وجود خواهد داشت          
هـای بـا      افتد که افراد در جمعیت      این حالت زمانی اتفاق می    .  از نسل جاری است     جمعیت نسل بعدی کوچکتر    Tدر زیر حد آستانه     . شده است 

تراکم اندک به زحمت بتوانند فرصت جفتگیری پیدا کنند و یا اینکه ممکن است در جانورانی دیـده شـود کـه شـکار گروهـی دارنـد و یـا بـه                   
هر جمعیتی کـه زیـر    . اد معدودی از افراد میتوانند به بقا ادامه دهند        صورت کلنی زندگی میکنند و اگر همکاری بین آنها از بین برود تنها تعد             

T     بعلاوه در صورتی که تراکم پایین باشد، جمعیت قادر به افزایش نیست بـه      . یابد تا زمانی که منقرض گردد        سقوط کند، تراکمش کاهش می



 

٥

تـر از حـد    ه این دارد که تراکم جمعیت اولیـه بـالاتر یـا پـایین     وجود دارد که یکی از آنها بستگی ب     5تعادل پایدار موضعی  همین دلیل دو نقطه     
 نـام دارد و بیولوژیـستهای       6اثـر الـی   حداقل تراکم جمعیتی که در پایین آن جمعیت به سمت انقراض پیش میـرود اصـطلاحا                 .  باشد Tآستانه  

-3در تصویر   . ه تعادل پایدار غیر صفر باشد     ممکن است دینامیک جمعیت یک گونه خاص بیش از یک نقط          . حفاظتی به آن خیلی علاقه دارند     
 آغـاز کنـد بـه سـمت نطقـه تعـادل       Tاگر جمعیت از بالای نقطـه  .  داریم که وضعیت نهایی سیستم را نشان میدهدT مجددا یک حد آستانه  5

تـر    حالت نقطه تعادل پایین   باید توجه کرد که در این       .  حرکت خواهد کرد   A خواهد رفت و در غیر این صورت به سمت نقطه پایدار             Bپایدار  
 پایدار هستند، دو    B و   Aدر حالی که    . B و   A  ،T،  0:  دارای چهار نقطه تعادل است     5-3توجه شود که جمعیت در تصویر       . در نقطه صفر نیست   

راکم باقی خواهد ماند ولی  بماند از آن به بعد هم در همان ت T یا   0جمعیتی که تراکم آن دقیقا در مقدار        . باشند   ناپایدار می  T و   0نقطه تعادل   
  . شود هدایت B یا Aکمترین انحراف باعث میشود که جمعیت به سمت یکی از دو نقطه 

های چندگانه غیر صفر وجود دارد؟ وجود دارد ولی منحصرا زمانی دیده میشود که تعاملات بین چند گونـه مطـرح باشـد و                    آیا مثالی از تعادل   
یک نمونـه   . تری دارد   ه، تک گونه و بدون ساختار که در بالا بدان اشاره شد، احتیاج به روش بسیار پیچیده                این خود در مقایسه با مدلهای ساد      

اگـر چنانچـه    . مهره تخصصی، تراکم جمعیت آن در سطح نـسبتا پـایینی نگـه داشـته میـشود                   دیده میشود که توسط یک شکارچی بی       7در بید 
کنترل شکارچی بـر روی بیـد شکـسته         

یت بید رو به افـزایش  شود، تراکم جمع 
گذاشته و به تعـادل دومـی میرسـد کـه       

ای پرنده این تعادل برقرار       توسط گونه 
پرنده فوق دنبـال بیـد نمیـرود        . میشود

مگر اینکه تـراکم آن از سـطح خاصـی          
برای بازگرداندن تـراکم    . افزایش یابد 

جمعیــت بیــد بــه ســطح تعــادلی نــسبتا 
پایین قبلی لازم اسـت ک یـک بـه هـم            

بنـابراین  . جدید اتفـاق بیافتـد    ریختگی  
 یک نقطه حد آستانه یـا نقطـه         Tتراکم  
  .  است که دو نقطه تعادل پایدار موضعی را از هم جدا میکند8انحراف

گونـه    رقابت برای غذا و دیگر منابع بدون شک مهمترین فرایندی است که دینامیک گیاهان و جانوران را تعیین میکند که میتوان آنها را تک                       
  . نامید

ای رخ میدهد کـه در سـطح          های برخاسته از سطح جمعیت است که بر پایه تعاملات پیچیده             پدیده 5-3 تا   2-3های موجود در تصویر       منحنی
 که در آن منابع به یکسان بین تمامی افـراد       9رقابت کوششی : اند  برای مثال اکولوژیستها دو نوع رقابت را تعریف کرده        . افراد در جریان است   

بـدیهی  . آورنـد   ه در آن برخی افراد منابع مورد نیاز خود را تامین کرده و دیگران چیزی بدسـت نمـی                   ک 10ای  رقابت مشاجره یشود و   تقسیم م 
ای خالص منجر بـه       در سطح جمعیت، وجود رقابت مشاجره     . است که بسیاری از جمعیتها از مدل حد واسط این دو نوع رقابت استفاده میکنند              

                                                                  
5 locally stable equilibria 
6 Allee effect 
7 Choristoneura fumiferana 
8 tipping point 
9 scramble competition 
10 contest competition 
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 به موازات اینکـه  Cدر حالت منحنی .  خواهد بودS میشود در حالیکه منحنی رشد رقابت کوششی شبیه منحنی      6-3 در تصویر    Cمنحنی رشد   
، زمـانی کـه تـراکم       Sکنند تا نسل بعدی را بسازند در حالی که در حالـت               مانند و تولید مثل می      تراکم بالا میرود، تعداد ثابتی از افراد زنده می        

میتوان عواقـب دینامیـک     . فراد به یک نسبت در معرض کمبود قرار میگیرد و کل جمعیت رو به نزول میگذارد               جمعیت بالا است، هر یک از ا      
ای    یـک نـوع رقابـت مـشاجره        3-3در تـصویر    . ای به رقابت کوششی را با استفاده از شبکه تار عنکبوتی نـشان داد               حرکت از رقابت مشاجره   

 بـه طـور     7-3در سه قـسمت تـصویر       . عیت به طور ملایمی به سمت تعادل پایدار حرکت کند         ملایم را داشتیم و این منجر به آن میشد که جم          
با افزایش غیر خطی بودن پاسخ رشد جمعیت بر روی تراکم جمعیت، تراکم از حالـت                . ایم  پیش رونده اجزاء رقابت کوششی را افزایش داده       

را پیـدا  ) two-point cycle (ای چرخه دو نقطهده و بعد از آن حالت هدایت ش) oscillatory (نوسانیتعادل یکنواخت و مونوتون به حالت 
) ricker(این مثالی از شبکه تار عنکبوتی است و مدل جمعیتی مربوطه از معادله ریکر               . میرسد) chaos (کائوسمیکند و در نهایت به حالت       
در پانـل اول همچنـان   .  میـزان بـاروری اسـت   rجمعیت و  تراکم x میباشد که در آن xt+1 = xt exp(r(1-xt))تبعیت میکند که به صورت 

در پانل دوم که رقابت کوششی . یک تعادل پایدار داریم ولی دیگر مسیر تعادل ملایم و صاف نیست و به صورت نوسانی خود را نشان میدهد        
در پانـل سـوم بـا نوسـاناتی     . شـاهد هـستیم  ای را   دیگر یک تعادل پایدار نداریم و در عوض نوعی چرخه پایدار دو نقطه       افزایش داشته است،  

ایـن  . مینامنـد ) dynamical chaos ( دینامیـک کـائوس ایـن حالـت را اصـطلاحا    . مواجه هستیم که به صورت دقیق خود را تکرار نمیکننـد 
 آنچـه مهـم اسـت نـه         ایـم ولـی     بدسـت آورده  ) ای تـا کوشـشی      از مـشاجره  (رفتارهای دینامیکی جمعیت را با استفاده از طیفی از انواع رقابتها            

 درجـه برخـورد میکنـد       45زاویه منحنی رشد در نقطه تعـادل کـه در آن بـا خـط                . مکانیسمهای مربوطه بلکه شکل منحنی رشد جمعیت است       
)  درجه و در قسمت چـپ تعـادل باشـد          45تر از خط      یعنی منحنی رشد پایین   ( درجه باشد    45اگر زاویه بیشتر از     . دارای اطلاعات مهمی است   

در ایـن   ) 3-3مثـل تـصویر     ( درجـه باشـد      0 و   45اگر زاویه بین    . باشد   می 5-3 در شکل    Tادل ناپایدار خواهیم داشت که مشابه نقطه        یک تع 
 یـک  a قسمت 7-3 درجه باشد شبیه تصویر  -45 و   0صورت به طریقه صاف و ملایمی به سمت تعادل پایدار حرکت خواهیم کرد و اگر بین                 

 درجه باشد در ایـن صـورت تعـادل ناپایـدار اسـت ولـی                -45 تعادل پایدار را خواهیم دید و اگر زاویه کمتر از            مسیر نوسانی برای رسیدن به    
در تجزیه و تحلیل مدلهای جمعیتی یک عمل رایج ایـن اسـت کـه مقـدار حالـت                   .  بوجود آید  کائوسهای دائمی و یا حالت        ممکن است چرخه  

در برخی موارد میتوان    . های حالت تعادل مشخص شود      حالت پایدار را انجام دهیم تا ویژگی      تعادلی را حل کنیم و پس از آن تجزیه و تحلیل            
 مشاهده  میشود، به صورت کلی پایدار است ولی چنین تحلیلی بـه لحـاظ ریاضـی جـای      3-3نشان داد که یک تعادل از قبیل آنچه در تصویر           

بـرای جمعیتهـایی کـه      . آیـد    تحلیل پایداری موضعی به مورد اجرا در می        در عوض . بحث دارد و اغلب اوقات تعادل کلی وجود نخواهد داشت         
 نشان داده شده است، میتوان معیار پایداری موضعی را با استفاده از شبکه تار عنکبوتی                7-3 تا   2-3های رشد در تصاویر       توسط انواع منحنی  

و یا جوامع متشکل از چنـد گونـه سـر و کـار داشـته باشـیم، ایـن              تر    در صورتی که با جوامع با ساختار پیچیده       . و مقداری فراست بدست آورد    
در این بخـش    . های چند بعدی آنها هستند بدست آورد        دریافتهای ساده ژئومتریک دیگر کارایی ندارند ولی میتوان شرایط جبری که معادله           

میتوان جمعیتی را مورد مطالعه قـرار داد        . برد بر روی یک جمعیت بدون ساخت و ساده متمرکز میشویم که در مقاطع زمانی منقطع به سر می                 
که در ) 6-3رابطه  (dN/dt = [b(n) – d(N)]N = r(N)N: که زمان متصل و پیوسته باشد و دینامیک آن را توسط معادل زیر نشان داد

 نیـز   N در برابـر     r(N) پـلات کـردن   . هـستند ) N(همه تـابعی از انـدازه جمعیـت         ) r(و رشد خالص جمعیت     ) d(نرخ مرگ     ،)b(آن نرخ تولد    
های مورد مطالعه در تـصاویر    و جمعیت6-3البته بین جمعیت مربوط به معادله . اطلاعاتی در مورد دینامیک سیستم در اختیار ما  قرار میدهد   

در مثالهـای  .  اثر تراکم جمعیت به طور همزمان بـر روی نـرخ رشـد جمعیـت وجـود دارد         6-3در معادله   .  تفاوتهایی وجود دارد   7-3 تا   3-1
سطح رقابت تجربه شده توسط افراد در نسل جاری توسط تعـاملات موجـود              : مربوط به زمانهای منقطع نوعی تاخیر زمانی واضح دیده میشود         

این تاخیرهای زمانی موجب به هم زدن پایداری شده و در نتیجه شروع کاهش نرخ رشد جمعیت بـه مـوازات       . در آخرین نسل شکل میگیرد    
در واقع از نظر ریاضی امکان ندارد که یک جمعیت کـه توسـط          . کم به تاخیر میافتد و به نظر میرسد که هرگز تعادلی بوجود نیاید            افزایش ترا 

بنابراین تاکید داریم که تفاوت بین شکل زمـانی منقطـع و متـصل دلیـل ایـن نـوع                .  از خود نشان دهد    کائوس اداره میشود حالت     6-3معادله  
در واقع وقتی مقاطع زمانی به صورت متـصل و پیوسـته باشـد، میتـوان دینامیـک           . وجود تاخیر زمانی منجر به آن میشود      پایداریها نیست بلکه    

  : مشابهی را بدست آورد که در آن نرخ رشد خالص جمعیت تابعی از تراکم جمعیتی پیشین است
dNt/dt = r(Nt-ŧ)Nt 

جمعیتی ساختمند را میتوان با استفاده از ماتریسهای مشابه و معادلات انتگرال و یا              مدلهای  . تاخیر زمانی تقریبی یک نسل میباشد      ŧکه در آن    
بهطور طبیعی اسن جمعیتها پیچیده تـر  . معادلات دیفرانسیل جزئی مشابه ایجاد کرد که قبلا در بخش عدم تابعیت تراکم به آن اشاره کردیم      

اگر فرض کنیم که همه افـراد یکـسان نباشـند         . ود را با حالتی ناپایدار نشان دهند      هستند و اغلب پتانسیل بالاتری دارند تا تاخیرهای زمانی خ         
همکاری ممکن است غیر متقـارن  . نیز باعث  میشود که در مقایسه با جمعیتهای بدذون ساختار، انواع پیچیدهتری از جمعیتها را داشته باشیم         

علاوه براین کانیبالیسم در عالم جانواران رایج است و وقتـی صـورت   .  اشته باشند  باشد و نوعا افراد کوچکتر در ید اختیار افراد بزرگتر قرارد          
یک چنین  . بگیرد همواره مرتبطه به اندازه جمعیت است و افراد مسنتر به مصرف و خوردنافراد کوچکتر همگونهایهای خود مبادرت میکننند                  

ر سیستمهای حشرات که میتوان نسلهای متعـدد آنهـا را در آزمایـشگاه              تعاملات سنی به طور مفصل مرود مطالعه قرا رگرفته است به ویژه د            
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بسیاری از این گونه سیستمها چرخههای جمعیتی را نشان دممیدهندن کـه دورههـای آکوتـاهتر از مـدلهای جمیعـت هـای بـدون                         . ایجادکرد
ه تاریخ طبیعی سیـستمهای متفـاوت فـرق میکنـد           جزئیات این جمعیتها بسته ب    ). 7-3برای مثال تصویر    (ساخار است که قبلا توضیح داده شد        

ولی برای یک گروه افراد مسنتر که از طریق رقابت با گروه افراد کوچکتر برای غذا پرداخته و یا آنها را نفله میکنند و تعـداد آنـه راکـاهش                         
 به اندازه کافی رشـد کـرده و بـه عنـوا       وقتی گروه افراد جوانتر که از جمعیت حذف شدهاند        . میدهند الگوی مشابهی را میتوان در نظر گرفت       

رقیبان غالب بر جمعیت مسلط میشوند و یا دیگران را نفله یکنند، در این صورت تعاداد آنها به اندازهی انیست ک بتوانند به طور معنیـداری                          
نـسالی را تـشکیل یمدهنـد،       به این معنی که گروه بعـدی افـراد ک بـالغ  میـشوند و گـروه گه                  . تعداد گروههای غالب پیشین را کاهش دهند      

  . تعدادشان زیاد است و آنها به نوبه خود افراد جوان جمعیت رانفله خواهند کرد و چرخه مجددا آغاز میگردد
  

  )chaos(س کائو
جـه  پیشگامان دینامیک ریاضی مدرن به ویژه پوانکاره در انتهای قرن نوزدهم رفتار سیستمهای با خاصیت غیر خطی را بررسی کردنـد و متو                      

شدند که رفتارهای عجیبی دارند ولی در غیاب کامپیوتر قادر به فهمیدن           
 کامپیوتر ظاهر شد و محققین در       1960در دهه   . کنه این رفتارها نبودند   

هـای پیچیـده را بـا         شناسی و اکولوژی توانـستند، دینامیـک        زمینه شهاب 
 معادلات مناسبی تولید کننـد  و ایـن منجـر بـه ایجـاد علاقـه بـه ریاضـی               

 امـروزین   کـائوس کابردی و ریاضی محض گردید که سرمنشا دینامیک         
 صـحبت شـد و دیـدیم کـه          کـائوس در مباحـث گذشـته در مـورد         . است

 دنیامیکی است که در یک جمعیت ساده و دارای انقطاع زمانی و             کائوس
رشد جمعیت  به اندازه کـافی       ) یا نقشه (در حالی ایجاد میشود که منحنی       

). 7-3هـای منحنـی       ی مثـال قوزهـا یـا برآمـدگی        بـرا (غیر خطی میشود    
ها را ارائه دهیم دهیم که بتوان         ای از منحنی    اکنون لازم است که خانواده    

در اینجا معادلـه ریکـر را       . مهم نیست که کدام خانواده را انتخاب کنیم       .  را بررسی کرد   7-3 و   3-3های موجود در تصاویر       از روی آنها نقشه   
رابطـه   (nt+1 = nt exp[r(1-nt)]: هیم که معمولا در بیولوژی جمعیت به خصوص در جمعیتهای ماهی بکار میـرود  مورد استفاده قرار مید

3-8(  
 exp{r}در این حالت جمعیت در هـر نـسل بـه انـدازه فـاکتور      .  باشد1 تراکم جمعیت است به طوری که در حالت تعادل معادل  ntدر اینجا   

 بـالا  rاگـر  .  معکـوس میـشود  1 میرود، این افزایش رو به کاهش گذاشـته و در بـالای   1ه تراکم به سمت یابد ولی به موازات اینک   افزایش می 
به این منظـور تکـرار      .  نشان دهیم  rمیخواهیم دینامیک سیستم را برای مقادیر مختلف        . باشد ممکن است جمعیت از حالت تعادل بیرون رود        

 نـسل بیـرون     50 در نظـر گرفتـه و سـپس تمـامی دینامیکهـای مـوقتی را بـرای                   7-3 و   3-3معادله را از طریق شبکه تار عنکبـوتی تـصاویر           
به این معنـی کـه  جمعیـت بـه یـک تعـادل           :  است، دینامیک غیر موقتی چندان جالب نیست       1 آن برابر    r که   3-3در مورد تصویر    . آوریم  می

 پـلات  y و دینامیـک غیرمـوقتی بـر محـور     x در محـور  rقـادیر   م8-3در تـصویر  .  باشـد 1 برابر nپایدار میرسد که در اینجا زمانی است که     
 7-3دینامیـک نـشان داده شـده در اولـین پانـل تـصویر               .  وجـود خواهـد داشـت      n=1 فقط یک نقطه در      r=1اند به طوری که در مورد         شده

)r=1.9 (                 فقط از نظر رفتار موقتی آن متفاوت بوده و آن هم همچنین به صورت نقطه منفردn=1   در حقیقـت در مـورد      . ده میـشود   نـشان دا
 در قـسمت    n=1 باشد که همان خط راسـت        r<2زمانی صورت میگیرد که     ) persistent(معادله ریکر یک تعادل پایدار در جمعیتهای مانا         

  بوده و در واقع یـک      r=2.3 ارائه شده است که در آن        7-3دینامیک مانای جمعیت توسط پانل وسطی تصویر        .  است 8-3سمت چپ تصویر    
-3در تـصویر    .  میباشد n=1جمعیت بین دو تراکم نوسان میکند که یکی بزرگتر و دیگر کوچکتر از تعادل ناپایدار                : ای است   چرخه دو نقطه  

های  اکنون دیگر ارزش رقمی این نمایش نیز ممکن است زیرا به جای مقایسه تعداد زیادی از دیاگرام.  این پدیده در دو نقطه ظاهر میشود     8
 افزایش  r ظاهر میشوند و از آن به بعد به موازات بزرگ شدن             r=2ها در نقطه      تی میتوان در یک نگاه متوجه شد که چگونه چرخه         تار عنکبو 

است و به همین دلیل دیاگرام هم به صـورت دو شـاخه نـشان    ) bifurcation( دلیل اصلی دو شاخه شدن r=2تغییر رفتار در نقطه   . یابند  می
آیـد و بـه همـین         ای بوجـود مـی       نیز یک دو شاخه شدن دیگر را شاهد هستیم و در نتیجه یک چرخه چهارنقطه               r=2.5در نقطه   . داده میشود 

آنچه در زمان حد اتفاق میافتد در اوایل دهه         . تر دائما تکرار میشود تا زمانی به حد برسد           های متوالی کوتاه   rترتیب فرایند دوشاخه شدن در      
 نـشان  7-3 است و همانگونه که در پانل سوم تـصویر      کائوسافتد یک     آنچه اتفاق می  . اه سیدنی دنبال شد   ، در دپارتمان ریاضی دانشگ    1970

  بـه    8-3ایـن مـسئله در تـصویر        .  نوسـان میکنـد    nداده شده است، خط سیر هرگز بر روی یک چرخه ساده همگرا نمیشود ولی در اطـراف                  
از روش شبکه تار عنکبوتی نیز میتـوان بـرای نـشان            . نامحدودی از تقاط است   صورت یک خط عمودی نشان داده شده است که دارای تعداد            

دو خط سیر در نقطه نزدیک به هم . مفهوم آن در واقع حساسیت نسبت به وضعیت اولیه است:  استفاده کردکائوسدادن ویژگی اصلی حالت    



 

٨

بدون توجه به اینکـه ارقـام اولیـه چـه باشـند، بـه       : سبه نیست این به معنی عدم وجود توان محا      . شروع شده و دیر یا زود به همگرایی میرسند        
گیری شده نزدیک به مقادیر واقعـی باشـند نـشان داد کـه             ای که ارقام اندازه     تر ارقام اولیه به گونه      برآورد صحیح . زودی از هم واگرا میشوند    

 کـائوس نـی آینـده رفتارهـای    بی که تـوان مـا بـرای پـیش    واگرایی ممکن است به تاخیر بیافتد ولی نمیشود از آن جلوگیری کرد به این معنی                
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