
  پیش نیازهای ریاضی
  

  منحنی رشد
گفته میشود که از پلات کـردن آنهـا در برابـر زمـان              ... و  اندازه جمعیت، قد و یا بیومس       منحنی تغییر   منحنی رشد به    

منحنـی افـزایش      ، منحنی رشد تومـور،      )تصویر روبرو (منحنی رشد باکتریها    . آید یبدست م 
در روبـرو منحنـی رشـد بـاکتری در        . تندهای متفاوت منحنی رشد هـس       قد کودکان از نمونه   

ها   در مرحله اول باکتری   . محیط کشتی که دارای دو قند گلوکز و لاکتوز است، دیده میشود           
مام شد، رشد آنها کاهش یافته و مجددا با لاکتوز آشنا شده             ت رشد میکنند و زمانیکه گلوکز    

.  را شـاهد هـستیم     "رشـد نمـایی   "یک، منحنیهـا ی     در برخی سیستمهای بیویلوژ   . ای را نشان میدهند     و رشد دو مرحله   
کننـده نـرخ رشـد،        دوره رشد نمایی محدود به دوره زمانی اسـت کـه منبـع کنتـرل              

مدل نمایی منتسب به مالتوس است که برای اولی ن بـار گفـت هـر                . یابد  کاهش می 
گونه به طور بالقوه میتواند به صورت یـک سـری هندسـی تعـداد خـود را افـزایش          

هر ارگانیسم تولیـد       مثال اگر یک گونه جمعیت همپوشان نداشته باشد،          برای. دهد
R     فرزند میکند و تعداد افراد در هر نسل برابرجمعیت اولیه ضرب در این ضـریب 

  : خیلی بزرگ باشد این معادله به صورت یک تابع نمایی براورد میشودtوقتی ). Nt = N0 * Rt(خواهد بود 
   Nt = N0 *exp(r.t) = N0 * ert 

  : سه حالت وجود دارد
  یابد   کوچکتر از صفر است جمعیت کاهش میRوقتی  -
  یابد  وقتی بزرگتر از صفر است جمعیت افزایش می -
  . وقتی برابر صفر است جمعیت تغییر نمیکند -

دو . ینـد  را پامتر مالتوسی، نرخ درونزای افزایش، نرخ خودبخودی افزایش طبیعی و نرخ رشد جمعیت میگو     Rپارامتر  
عبارت اخیر عمومی هستند زیرا ارتباطی با تراکم جمعیت ندارند بهتـر اسـت عبـارت نـرخ درونـزای افـزایش بـرای                        

 برابر نرخ رشـد     Rبکار برده شود زیرا در مدل لاجیستیک پارامتر         ) به جای مدل نمایی   ( در مدل لاجیستیک     Rپارامتر  
  :فرضهای مدل نمایی عبارتند از. ومت محیطی وجود نداردجمعیت در تراکم اولیه کم جمعیت است و هیچگونه مقا

  ،)نه فصلی( تولید مثل مداوم -1
  )و ساختار سنی نداشته باشند( تمامی ارگانیسمها شبیه هم باشند -2
اگر این شرایط حاکم باشد مدل نمایی نتیجه خـوبی      . باشد) منابع غیر محدود  ( محیط در زمان و مکان یکسان باشد         -3

 قدرت بقا و تلفـات یکـسان نیـستند و از طرفـی جمعیـت شـامل تعـداد زیـادی                       وجودات زنده از نظر سن،    دارد ولی م  
 در مـدل نمـایی را بـه         Rمیتوان پارامتر   . ارگانیسم است که تولید و مرگ آنها به طور متوسط، جمعیت را شکل میدهد             

لید شده توسط یک ارگانیسم در واحد زمان        نرخ تولد، تعداد نتاج تو    . عنوان تفاوت نرخ تولد و نرخ مرگ قلمداد کرد        
 برابر تفاضل نرخ تولد منهای نرخ مـرگ         Rبنابراین نرخ رشد جمعیت     . و نرخ مرگ، احتمال مرگ هر ارگانیسم است       

  .است



  )logistic model(مدل منطقی 
وت صـرفا در نـرخ      تفـا . مدل جمعیتی مالتوس رشد جمعیت را بدون توجه به حد رشد و یا انقراض احتمالی آن میبیند                

آنچه مهم است، اینکه . هیچیک از این حالات در جوامع بیولوژیکی دیده نمیشود     .  است که مثبت باشد یا منفی      Rرشد  
در هـر   . یابند  اغلب جمعیتهای کوچک، افزایش و جمعیتهای بزرگ، کاهش می        

یک حالت  دو حالت، بعد از اینکه تغییرات تعداد جمعیت دیگر مشاهده نشود،     
از نظـر  . دار محیطی بوجود آید آید مگر اینکه یک تغییر معنی    ار بوجود می  پاید

 "ظرفیـت محیطـی   "بیولوژیکی، نقص مدل مالتوس در نادیـده گـرفتن مـسئله            
به موازات رشد جمعیت، عوامل محیطی رو به کـاهش میگـذارد و مقـدار             . است

هـای ضـایعاتی افـزایش یافتـه و نـرخ تولـد،        دهیابد و آلودگی محیطی در نتیجـه فـراور   غذا به ازای هر فرد کاهش می 
مـدل لاجیـستیک رشـد جمعیـت ایـن          . باید ظرفیت محیطی را در نظـر گرفـت        . یابد  کاهش و مرگ و میر، افزایش می      

 اسـت   Kپارامتر دوم   . است) R(مدل لاجیستیک هم مانند مدل مالتوس دارای پارامتر نرخ رشد           . وظیفه را بعهده دارد   
ظرفیت محیطی به سطحی از جمعیت  اطلاق میگـردد کـه            .  محیطی سیستم مورد مطالعه است     که نشان دهنده ظرفیت   

در آن نرخ تولد و نرخ مرگ و میر یک گونه، دقیقا با هم برابر باشـد و در نتیجـه جمعیـت در طـول زمـان بـه حالـت                                
  . پایدار برسد

. عیت افزایش یافتـه و بـه فـلات میرسـد          در یک حالت جم   . سه حالتی که اتفاق میافتد در تصویر نشان داده شده است          
در حالت دوم جمعیت کاهش یافتـه و بـه فـلات میرسـد و در حالـت سـوم جمعیـت          . این مدل از نوع لاجیستیک است     

  . تغییری نیمکند
و امثال آن نیز نامیده مدل لاجیت   رگرسیون لاجیستیک، که به نامهای دیگری از قبیل       مدل منطقی،   

بینی احتمال وقوع یک حادثه که بر اساس منحنـی لاجیـستیک فیـت               یشت برای پ  سمدلی ا میشود،  
 اسـت و میتوانـد متغیـر        "ای رگرسـیون دو جملـه    "مدل منطقی در واقع یک مدل خطی تعمیم یافتـه بـرای             . شده است 

له مثال احتمال اینکه یک فرد در بازه زمانی مشخص مورد   حم             ایرب. ای داشته باشد    عددی و دسته   ه آن، برآوردکنند
این مدل در طـب،  . بینی میشود ای ما در مورد سن، جنس و شاخص وزن بدن پیش   ه  قلبی قرار گیرد با توجه به دانسته      

آید و گراف آن در شکل  یبدست مبالا مدل لاجیستیک از روی تابع لاجیستیک . علوم اجتماعی و بازاریابی بکار میرود
در حالی کـه خروجـی آن   ، ت و میتواند اعداد منفی بخود بگیرد اسf(z) و  خروجی آن zورودی آن .  ارائه شده است

  : به صورت زیر تعریف میشودZبین صفر و یک است متغیر 
 

در بحث حمله قلبی، ضـرایب مثبـت بـه معنـی افـزایش              . که در آن عرض از مبدا و ضرایب رگرسیون متعددی داریم          
  . گ اثر بیشتر و ضریب کوچک اثر کمتر داردضریب بزر. فاکتور ریسک و ضرایب منفی باعث کاهش آن میشوند

باشـد در   ) نانومول در لیتـر   ( سطح کلسترول    x3 جنسیت و    x2،  ) دهه( سن   x1اگر  : مثال
  :این صورت مدل به صورت زیر است

 
 سال  10در این مدل افزایش سن باعث افزایش ریسک حمله قلبی میشود و به ازای هر                

 موجب کاهش حملـه  ،جنس زن. یابد ی واحد افزایش م  2 به اندازه    z، مقدار   ) سالگی 50البتته بالای   (سن که بالا میرود     
کلـسترول نیـر باعـث       قلبی میشود و ا فـزایش     

برای مثال  . افزایش ریسک حمله قلبی میگردد    
خطـر مـرگ بـه دلیـل حملـه قلبـی در او         .  نانومول در لیتر اسـت     7او برابر     سال سن دارد و کلسترول خون      50 مردی
  ست؟ چقدر ا



  
  . درصد است7 یا 07/0خطر حمله قلبی او برابر 

 در  zکه بـه جـای      .   شکل یا زیگموئیدی رشد جمعیت نیز همین گونه است         Sمدلهای  
. یعنی از روی زمان میتوان به مقـدار جمعیـت پـی بـرد             .  قرار میگیرد  tآن عامل زمان    

ورت منحنـی بـه     در ایـن ص ـ   ،  اگر زمان بین بینهایت منفی و بینهایت مثبت تغییر کنـد          
 در محـدوده    t کـافی اسـت      e-tدر عمل به دلیل طبیعـت نمـایی         .  خواهد بود  Sصورت  

یادگیری در انسان که در ابتدا کـم  . )منحنی بالا ( درنظر گرفته شود[6+ ,6-]تر  بسته
ــه کلیمــاکس میرســد شــکل     ــد و پــس از مــدتی ب ــه تــدریج افــزایش مییاب اســت و ب

  .ستیک استزیگموئیدی دارد و دارای مدل لاجی
توزیع لاجیستیک در تئوری احتمالات و آمار ، یک توزیع احتمال مداوم است و توزیع تجمعی آن از نظر شـکل شـبیه                        

   توزیع نرمال میباشد با این تفاوت که دنبالههای توزیع آن سنگین تر است
ای توصـیف اینکـه چگونـه       در بیولـوژی بـر    . های مختلفی کاربرد دارد      شکل آن در حوزه    Sتوزیع لاجیستیک و الگوی     

در اپیـدمویلوژی بـرای توصـیف اینکـه اپیـدمی چگونـه گـسترش               . کنند  های مختلف در رقابت رشد می       جمعیت گونه 
در تکنولوژی برای توصیف ایـن بکـار میـرود کـه چگونـه              . در روانشناسی برای توصیف یادگیری بکار میرود      . یابد  می

در بازاریـابی نـشر و گـسترش فـروش کـالای            . یهای قـدیمی میـشود    تکنولوژی جدید نفوذ کرده و جایگزین تکنولوژ      
  .جدید از این رابطه تبعیت میکند

  وزن، y  میخواننـد و شـکل روبـرو را دارد و در آن            "منحنـی ریچـارد   " را به نام     منحنی یا تابع تعمیم یافته لاجیستیک     
  : دارد پارامتر  وجود5در این منحنی .  عامل زمان استtارتفاع و امثال آن و  

A-کمینه   مماس پایینی یا  
K- مماس بالایی یا بیشینیه منهای A. اگر A برابر صفر باشددر این صورت K میگویندظرفیت محیطی را   
B-نرخ رشد  .V>0که مماس ازلی حداکثر رشد دیده میشود   که مبین آن است  
Q- تابع مقدار y(0)    
M- زمان رسیدن به حداکثر رشد یعنی زمانی که Q=vباشد  .  

  M=0.5 و A=0 ،B=1.5 ،Q=V=0.5برای گراف روبرو 
  

  تابع گومپرتز
 رشـد  ،های زمانی است به طوری که در ابتـدا و در انتهـا   این تابع نیز حالت زیگموئیدی دارد و مدل ریاضی برای سری     

نفـی   اعـداد م cو  b نـرخ رشـد،   c ممـاس بـالایی،      a است کـه در آن       ناچیز است و معادله آن به صورت        
  .است) 71828000/2( همان عدد اولر eهستند و 

ــدل    ــن م ــل از ای ــد موبای ــی خری منحن
بعیت میکند زیرا در ابتدا که موبایـل        ت

گران است کسی آنرا نمیخرد و بعد از    
 و در میدهــدآن رشــد ســریعی نــشان 

 بـازار خریـد     ،انتها به دلیل اشباع شدن    
نمونه دیگر،  رشـد     . یابد آن کاهش می  
  . است) از قبیل رشد باکتری در پتری دیش و رشد تومور( فضای بسته جمعیت در یک



منحنی تابعی که از قانون گومپرتز بدست آمده نشان میدهد که سرعت مرگ و میر با توجه به اندازه فعلـی جمعیـت،           
دیگـری بـه نـام       برای توجیه مسیر رشد تومورها قانون         بعدها با تغییر در مدل گومپرتز،     . یابد  به طور نمایی کاهش می    

 بدست آمد که در آن فرض میشود که در ابتدا از نظر منابع، هیچ رقابتی وجـود نـدارد و در نتیجـه    Gomp-exقانون  
 در مـورد  مکهـام -قانون گومپرتز. این قانون ترکیبی از رشد نمایی و گومپرتز است. سلولها به طور نمایی رشد میکنند    

تـابع  (و عامـل وابـسته بـه سـن          ) عبـارت مکهـام   (تیجه عامل مستقل از سن      مرگ و میر، بیان میکند که نرخ مرگ در ن         
در یـک محـیط محافظـت شـده کـه عوامـل             . یابـد   آید و به طور نمایی با افزایش سن افزایش مـی            بوجود می ) گومپرتز

ب ، تلفـات مـستقل از سـن اغل ـ   )مثلا آزمایشگاه و یا کشورهایی که مرگ و میر کم است       (یابد    بیرونی مرگ کاهش می   
نادیده گرفته میشود و قانون مزبور به قانون اولیه گومپرتز تبدیل میگردد که نتیجه آن رشد نمایی تلفات با توجه بـه                      

  . سن است
  

  )logit(مدل لاجیت 
مدل لاجیت بخشی از رگرسیون لاجیستیک و در واقـع معکـوس تـابع لاجیـستیک یـا زیگموئیـدی اسـت و بیـشتر در                    

  .نشناسی و آموزشی کاربرد داردمطالعات و ارزیابیهای روا
  
  

  های جمعیتی لمد
های گیاهی و جانوری که ما با         جمعیت انسانی در شهر، کشور و سیاره زمین، جمعیت گونه         . جمعیت پدیده مهمی است   

های مختلف با انواع متفاوتی       جمعیت گونه . آنها در این سیاره زندگی میکنیم     
ای جهـان     ت در منـاطق حـاره     بـرای مثـال حـشرا     . از مدلها توصیف میگردند   

دارای نسلهای منقطع هستند و زندگی هر نـسل در بهـار شـروع و در پـاییز                  
یابد یعنی زمـانی کـه باقیمانـده حـشره در انتهـای پـاییز، آخـرین                   خاتمه می 

تخمهای خود را میگذارندند و خود میمیرنـد و تخمهـا در بهـار سـال آینـده                  
ن موارد که نسلها منقطع هستند      در ای . دوباره جمعیت حشره را شکل میدهد     

 بیـانگر   pnکـه در آن     ) p1  ،p2 ... pn(ای را نام بـرد        های جداگانه   میتوان نسل 
  : درصد رشد میکند1 است و هر سال با نرخ رشد 10000ای برابر  فرض کنیم جمعیت اولیه حشره. ام استnنسل 

P(1) = 10000 
P(n) = p(n-1) + 0.01 p(n-1) = 1.01 p(n-1) 

) Exponential(دلی که در آن جمعیت با نرخ ثابتی در سال رشد کند و یـا کـاهش یابـد اصـطلاحا مـدل نمـایی                          هر م 
  :نامیده میشود  و معادله آن به صورت زیر است

P(n) =  R p(n-1) 
اگـر جمعیـت نـسل قبـل        .  اسـت  01/1 مقدار ثابت و برابر نطخ رشد سالانه جمعیت و در مثال بالا برابـر                Rکه در آن    

  : است10100 درصد باشد، تعداد حشرات نسلی فعلی برابر  1 و نرخ رشد 10000
P(n) = 1.01 * 10000 = 10100 



  
در صورتی که مقـدار  . ز یک و در جمعیتهای رو بکاهش کمتر از یک است بیشتر ا Rدر جمعیتهای رو به رشد، مقدار 

R      اگر  .  برابر یک باشد جمعیت ثابت میماندR    1 باشد جمعیت رو به مرگ و نابودی است و اگـر بیـشتر از                1 کمتر از 
ولـی میـدانیم کـه در       . یابـد   باشد جمعیت بدون حد و مرز افزایش مـی        

زیرا در مکان زیـست جمعیـت،       دنیای واقعی این مسئله مقدور نیست       
فـرض کنـیم کـه      . مقدار خـوراک، آب و منـابع محـدودی وجـود دارد           

اگـر نـرخ    .   حـشره را داشـته باشـد        50000محیط، ظرفیت نگهداری    
 سـال   34 درصـد در سـال باشـد، پـس از            5رشد جمعیت حشره برابر     

 میرسد و بعد از آن دیگر افزایش جمعیت         50000تعداد حشرات به    
  .اجه میشودبا اشکال مو

 P(n+1) = 1.05 * p (n)                 n = 34 
هـر مـدلی کـه تعـداد نـسلها در آن             . یابـد   هرچه نرخ رشد بیشتر باشد سالهای رسیدن به این محدودیت کـاهش مـی             

 Discrete(منقطع بوده و بتوان تعداد جمعیت هر نسل را با عدد مشخصی بیان نمود آنرا سیـستم دینـامیکی منقطـع    

dynamical system (میگویند.  
  

  آلودگی
 قسمت در میلیون و جریان طبیعـی      10مقدار آلودگی یک دریاچه برابر      

 آلودگی هـر سـال      آب به دریاچه و از آن برقرار است و در نتیجه مقدار           
 5یابد و تا زمان رسـیدن آلـودگی بـه سـطح                درصد کاهش می   10برابر  

چند سال طول میکشد تـا    . قسمت در میلیون، ممنوعیت شنا برقرار است      
   سال7 به مدت ،طبق جدول روبرو بتوان در آن شنا کرد؟

  
  )Estimation and limits(برآورد و حد 

دانشمندان حفاظت محیط زیست گفتنـد سـطح آلـودگی دریاچـه هـر سـال بـه                  . یمگیر  همان دریاچه بالا را در نظر می      
 P(1) = 10مدل کاهش آلودگی دریاچه به صورت  . یابد  درصد کاهش می20میزان 

     p(n+1) = 0.80 p(n) بوده و جدول و نمودار تغییرات آلودگی در زیر ارائه شده 
 به این Lim p(n) = 0: رح میکنند مط"حد"دانها این مسئله را به صورت  ریاضی. است

دولت برای شنا . ای مینویسند که مقدار آلودگی به سمت صفر میل کند         معنی که معادله  
بـا توجـه بـه      .  قسمت در میلیون را تایید کـرده اسـت         2کردن در این دریاچه محدوده      

گراف زیر متوجه میشویم که تا رسیدن به نوار سبز، دریاچه برای شنا مطلـوب نیـست                 
  n قسمت در میلیون باشد، 2 برابر T به طوری که اگر حد تحمل p(n)|<T|از نظر ریاضی .  سال طول میکشد8عنی ی

حال اگر بخواهیم آب دریاچـه را بـرای شـرب اسـتفاده             .  سال اولیه نمیتوان در آن شنا کرد       8 سال است و در      9برابر  
 سـال صـبر کنـیم تـا         15بـرای ایـن منظـور بایـد         . د قسمت در میلیون برس    5/0کنیم، لازم است آلودگی آن به سطح        

  .آلودگی به نوار قرمز برسد
  
  

  تعداد  نسل  تعداد  نسل
1  1000  6  28/1276  
2  1050  7  10/1340  
3  5/1102  8  10/1407  
4  62/1157  9  46/1477  
5  51/1215  10  33/1551  

  سم  سال  سم  سال
1990  10  1995  90/5  
1991  9  1996  31/5  
1992  10/8  1997  78/4  
1993  29/7  1998  30/4  
1994  56/6  1999  87/3  



همچنین به طور دقیـق     . آلودگی به صفر نزدیک میشود       پس از چند سال،     از نظر توصیفی به ما میگوید که         ، حد مسئله
 به این معنی کـه      p(n)|<T| سال طول میکشد که      N را داشته باشیم در این صورت        Tمیتواند بگوید که اگر حد تحمل       

  .  n≥N, |p(n)|≤Tبرای همه 
  
  
  
  
  
  

 سال طول میکشد تا  درصد کاهش یابد، چند  30 قسمت در میلیون باشد و هر سال         15اگر سطح آلودگی کنونی برابر      
 قـسمت در    2ل آن برابـر     سطح تحم 

؟ بــا توجــه بــه جــدول میلیــون شــود
روبرو و محاسبات زیرین، مساوی یا      

  . سال7بیشتر از 
  
  
  

  :آلودگی سال دوم
P(n+1) = 0.7 p(n) = 0.7 * 15 = 10.50   

  : آلودگی سال سوم
0.7 * 10.50 = 7.35 

 را نشان میدهـد کـه   7جدول سال  .  میرسد 2که در چه سالی حد تحمل به        این مراحل را انجام میدهیم و توجه میکنیم         
اگـر سـطح تحمـل    حال .  است7بنابراین جواب .  قسمت در میلیون شده است2برای اولین بار مقدار آلودگی کمتر از  

 16 و   11قسمت در میلیون باشد تعداد سالهای مورد نیاز بـه ترتیـب مـساوی یـا بـیش از                    1/0 و   5/0مورد نیاز برابر    
ایم و دنبال سـالهایی هـستیم کـه مقـدار آلـودگی بـه ایـن            که جواب را مستقیما از همین جدول گرفته        سال خواهد بود  

 درصد کاهش یابـد بـرای محاسـبه تعـداد سـالهای             10حال اگر مقدار آلودگی هر سال به اندازه         . سطوح رسیده است  
 است جدول مربوطه رسـم شـود کـه بـه            مدر میلیون لاز   قسمت   1/0 و   5/0،  2نیاز برای رسیدن به سطح تحمل        مورد

 ،7/0 روش کار شبیه بالا است بـا ایـن تفـاوت کـه بـه جـای                   . سال خواهد شد   50 و   34،  21ترتیب مساوی یا بیش از      
 را قرار میدهیم و فرمول را متوالیا حل کرده و جـدول را تـشکیل میـدهیم و بـه همـان شـیوه فـوق، دنبـال                           9/0مقدار  

  .دیم که شرط ما برقرار استسالهایی میگر
محاسبه مقدار آلـودگی دریاچـه در سـالهای         .  قسمت در میلیون باشد    1/0فرض میکنیم آلودگی طبیعی دریاچه برابر       

  : آید آینده از رابطه زیر بدست می
P(1) = 10 ppm 
P(n+1) = 0.1 + 0.80 [p(n) – 0.1] 

نیـز  ) 1/0(ه تابع تفاوت بین سطح آلودگی و سطح طبیعـی آن         و تنظیم آلودگی نه تنها تابع مقدار آلودگی دریاچه بلک         
 p(n) – 0.1| ≤ T|  شرط اساسی  باشد، لازم است دنبال سالهایی بگردیم کهTبه عبارت بهتر اگر سطح تحمل . هست

 ،پـس از رسـم جـدول   :  قسمت در میلیـون برسـد     1/0برای مثال چند سال طول میکشد که حد تحمل به           . باشدبرقرار  
  : و فرمول محاسبه آن برای سال دوم عبارت است از سال خواهد بود32مساوی یا بیش از سالها تعداد 

  سم  سال  سم  سال  سم سال سم سال
1  10  6  28/3  11  07/1  16  35/0  
2  8  7  62/2  12  86/0  17  28/0  
3  40/6  8  10/2  13  69/0  18  23/0  
4  12/5  9  68//1  14  55/0  19  18/0  
5  10/4  10  34/1  15  44/0  20  14/0  

  آلودگی  سال  آلودگی  سال  آلودگی سال آلودگی سال
1  15  6  52/2  11  42/0  16  07/0  
2  50/10  7  76/1  12  30/0  17  05/0  
3  35/7  8  24/1  13  21/0  18  03/0  
4  14/5  9  86/0  14  15/0  19  02/0  
5  60/3  10  61/0  15  10/0  20  02/0  



P(1) = 15 
P(n+1) = 0.1 + 0.8 [p(n) – 0.1] = 0.1 + 0.8 [10 - 0.1] = 8.02 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

به صفر برسـد و مـا بتـوانیم بـه سـلامت در آب                البته از نظر ریاضی نمیتوانیم میلیونها سال صبر کنیم تا سطح آلودگی           
در آن زمان اصلا خود ما وجود نخواهیم داشـت کـه بتـوانیم سـواحل                . یم یا از آن استفاده شرب نماییم      دریاچه شنا کن  

این منجـر بـه برداشـت ریاضـی و     . دریاچه را باز نگه داریم    
ارائه راه حل ریاضی شد که در بالا به آن اشـاره گردیـد تـا                
بتــوان نیــاز مــردم را بــرآورده نمــود کــه عمــلا چــه زمــانی 

.  آب دریاچه استفاده کـرده و در آن شـنا کننـد            توانند از یم
در این مـوارد نمیتـوان جـواب صـریحی بدسـت             دیدیم که 

ــر  ــته  وردیآآورد و لازم اســت ب ــواب را داش ــیم از ج . باش
. مسئله حد و برآورد دو طرف یک سکه هستند        . براوردی که برای هدف عملی ما به اندازه کافی مناسب و خوب باشد            

.  از روی منحنـی زیـر بدسـت آوریـم    [a, b] را در محـدوده بـین   y = f(x)ل منحنـی تـابع   کنیم میخواهیم طـو  فرض
برای این برآورد فقط شـش   .طوط راست تشکیل داده و مسئله را براورد کنیمخاز  میتوانیم منحنی دیگری با استفاده

هر چه تعـداد قطعـات   . کرد قطعه تقسیم n خط در نظر گرفته و منحنی را به       nخط راست در نظر گرفتیم ولی میتوان        
 و h = (b - a)/n قطعه با طول مساوی تقـسیم میکنـیم   n را به [a, b]ابتدا فاصله . تر است رد ما دقیقآوبیشتر باشد بر

 - x(i(ط راست از  خمینi و x(i) تا x(i – 1)مین قطعه از i. تعریف مینمایم x(i) = a + i h را به صورت  x(i)نقطه 

1), f(x(i – 1) (تا) x(i), f(x(i)) (طول آن برابر است با . ادامه دارد√(xi-xi-1)2 + (f(xi – f(xi-1))2  که در تـصویر 
  :محاسبه کردبه صورت زیر  تایی میتوان طول منحنی را nبا جمع کردن تمامی فواصل . دوم دیده میشود

 ∑n √(xi-xi-1)2 + (f(xi – f(xi-1))2 
  
   سطح زیر منحنی -برآورد و حد 

کـه  ) discovery module(مـاژول کـشف   : دو راه یا ماژول وجود دارد. یم سطح زیر منحنی را بدست آوریممیخواه
  .که سطح زیر منحنی را توصیف میکنیم) reference module(سطح زیر منحنی را کشف میکنیم و ماژول مرجع 

  

  آلودگی  سال  آلودگی  سال  آلودگی سال آلودگی سال
1  10  6  344/3  25  1468/0  30  1153/0  
2  02/8  7  695/2  26  1374/0  31  1123/0  
3  436/6  8  176/2  27  1299/0  32  1098/0  
4  169/5  9  761/1  28  1239/0  ...  ...  
5  155/4  10  429/1  29  1191/0  45  1003/0  



  ماژول کشف
، از طـرف راسـت محـدود بـه          x=1پ محدود بـه     از طرف چ  . منطقه زرد رنگ در نمودار روبرو دارای چهار وجه است         

x=2پایین ف، از طر y=0 و از بالا محدود به y=x2 - 2x + 2میتـوان بـر   . میخواهیم سطح آنرا محاسـبه کنـیم  .  است
منطقه زرد بـه چهـار      .  آن را برآورد کرد    ،اساس تقسیم آن به سطوح فرعی     

. [x(i) = 1+ 0.25i] اسـت  25/0نوار تقسیم شده و هر کدام دارای عرض 
i    مین نوار ازx(i-1)   تا x(i) 50/1 تـا    25/1بـرای مثـال نـوار دوم از         .  است 

م در حالی کـه میـدانیم شـبیه         یکن میخواهیم سطح این نوار را محاسبه     . است
  :ارتفاع این نوار برابر. یک  مستطیل است

  
                                                                                                           (1.50)^2 – 2(1.50) + 2 = 1.25 

  :و سطح آن برابر عرض ضرب در ارتفاع  است یعنی
Area= (1.25) * (.25) = 0.33125                              

برآورد . آید نی بدست   آنها را با هم جمع میکنیم تا سطح زیر منح           وهار نوار انجام میدهیم     چهمین کار را برای تمامی      
 نوارهـا     منطقه قرمـز بـه انـدازه       4اول اینکه عرض این     . به دو چیز باید توجه کرد     . ما به اندازه مناطق قرمز زیاد است      
ها را روی همدیگر قرار داد زیرا قـسمت تـه هـر قطعـه               ن پلکان هستند و میتوان آ     هاست و دوم اینکه مناطق قرمز شبی      

  . قطعه سمت چپ آن استدرست به اندازه قسمت بالای 
  

  ماژول مرجع
صویر روبرو را محاسـبه کنـیم کـه دارای چهـار            تمیخواهیم سطح زرد رنگ     

  و خـط قـوس     X=b، خـط عمـودی      X=a، خط عمودی    Xمحور  : طرف است 
  : نوار تقسیم میکنیمn را به b و aمنطقه بین . Y=f(cx)دار منحنی 

 
h = (b-a)/n 

  : معین میکنیم، نقاط زیر راXآنگاه بر روی محور 
X0=a ،X1=a+h  ، ... xi=a+ih  ، ... xn=b 

 تغییـر میکنـد و مـستطیلی داریـم کـه            x(i) تـا    x(i-1)مین مـستطیل از      i. آوریم یمحال سطح هر مستطیل را بدست       
 : می مجمع میکنمسپس مساحت تمام نوارها را با ه.  استh ن و عرض آf(x(i-1))ارتفاع آن 

∑n f(xi-1)h 
.  اسـت  f(x(i))ه سمت راستی نوار     یکه ارتفاع آن شب    ای بدست آمده است    ه مساحت هر نوار به گونه     باید توجه کرد ک   
  .  برآورد ما براورد مناسبی خواهد بود، وقتی تعداد نوارها زیاد شود،در تمامی موارد

بدسـت   را b=4 و a=0  و محـدوده  f(x)= x2 + 1بهترین برآورد سطح زیر منحنی محصور شده بـرای معادلـه   : مثال
  333/25: آورید

  



    تانژانت -برآورد و حد
روبرو، زمان و ارتفاع گلوله در حال سقوط را نـشان           و گراف   اعداد جدول   

سرعت گلولـه را در زمـان       . میدهد
t=0.20ــد ــیب .  بدســـت آوریـ شـ

خــط (مــان زتانژانــت را در ایــن  
  . دست آوریدب) قرمز

ــه در   ــرعت گلول ــرآورد س روش ب
 آن اســـت کـــه ،زمـــان مـــشخص

تغییــرات ارتفــاع گلولــه در زمــان  
 ثانیه را بدست آوریم و سپس آن را بر فاصله زمـانی کـه               22/0 تا   20/0

  .  کنیم،این تغییر اتفاق افتاده
(3.611 – 3.716  ) / 0.02 = -5.221 

 در حال سـقوط  و ا رتفـاع       توجه باید کرد که جواب منفی است زیرا گلوله        
  . آن در حال کاهش است

برای بدست آوردن شیب خط در نقطه مورد نظر باید خط عبور کننـده از               
را بدست آوریم که بـه رنـگ   ) 3.361 ,0.22(و )  3.716 ,0.20(دو نقطه 

 محاسـبه   محاسـبات شـبیه   .  اسـت ) خـط قرمـز    (20/0این خط بسیار نزدیک به تانژانت منحنـی در نقطـه            . سبز است 
 شـبیه اسـت و   T=a و یـا سـرعت در زمـان    t=a در نقطـه  y=f(t)بطور کلی شیب تانژانت منحنی . سرعت گلوله است 

  :میتوان آنرا به شیوه زیر محاسبه کرد
F(a+h) – f(a) /h 

بنـابراین سـرعت در یـک زمـان         .  مقدار بسیار کوچکی است و لذا براورد آن برابر صـورت کـسر فـوق میباشـد                 hکه  
اگـر معادلـه منحنـی برابـر        .  و تانژانت منحنی در همان نقطه  یکسان اسـت          مشخص
f(t)=t2 باشد در این صورت در زمان t=2 خواهد بود4 سرعت برابر  .  

راهـی کـه ورود آب تـازه        . در مباحث بالا با موارد متعددی از براوردها مواجه شدیم         
 زیـر یـک منحنـی را        باعث از بین بردن آلودگی در دریاچه میشود، راهی که منطقـه           

بتوان محاسبه کرد، راهی کـه بتـوان شـیب تانژانـت منحنـی در یـک نقطـه از آن را                      
محاسبه کرد و بالاخره راهی که بتـوان سـرعت گلولـه را در زمـان مـشخص تعیـین                    

در تمامی موارد میتوانیم بگوییم که حد منحنی در نقطه خاص در صورتی که عامل آن به سمت صـفر میـل کنـد                        . نمود
  :ه مقدار استچ

Lim p(n) = L                    Lim p(x) = L 
n --> 00                            x --> 00 

یا .  در واقع میگوییم که سطح آلودگی پس از چند سال به صفر میرسدn --> 00 وقتی Lim p(n) = 0اگر مینویسیم 
  نبال مکانیسمی برای برآورد سطح زیر منحنی هستیموقتی میخواهیم سطح زیر منحنی را بدست آوریم در واقع  د

  

  ارتفاع  زمان  ارتفاع  زمان
0  188/4  26/0  ÷367/3  

02/0  180/4  28/0  230/3  
04/0  177/4  30/0  089/3  
06/0  152/4  32/0  945/2  
08/0  112/4  34/0  773/2  
10/0  076/4  36/0  607/2  
12/0  029/4  38/0  431/2  
14/0  968/3  40/0  247/2  
16/0  896/3  42/0  052/2  
18/0  813/3  44/0  854/1  
20/0  716/3  46/0  649/1  
22/0  611/3  48/0  447/1  
24/0  496/3      



  ها سکانس
 دلار در بانـک بگـذاریم و   100برای مثال اگر . موارد بسیاری وجود دارد که میتوان آنها را با سکانس اعداد نشان داد  

  اسـت    p(2)=104 و در آغاز سال دوم برابر        p(1)=100مقدار اولیه پول در بانک برابر       .  درصد بگیریم  4سالانه سود   
  :یعنی

   p(2)= p(1) + 0.04 * P(1) = 1.04 * p(1) 
  :در آغاز سال سوم مقدار کل پول ما در بانک برابر است با

   p(3)= p(2) + 0.04 * P(2) = 1.04 * p(2) = 108.16  
  :و فرمول عمومی زیر راداریم

   P(n) = 104 * p(n-1) 
چه زمـان  .   درصد گرفته است5 دلار با سود 100صد گرفته و دیگری  در3 دلار سرمایه اولیه با سود     200یک بانک   

   سال38جدول نشان میدهد که :   طول میکشد که مقدار سپرده در هر دو بانک برابر شود
سکانسها مثال خوبی برای توصیف مقدار پول در هر زمان مشخص، گذشته و آینده قیمت یک محصول و یا گذشـته و                      

  . اص در یک مکان زیست مشخص استآینده جمعیت یک گونه خ
  

  )های دینامیک خطی سیستم (مدل نمایی جمعیت همراه با مهاجرت
 کوچکتر از یک شود جمعیـت بـه   Rاگر چنانچه .  معرفی شدp(n)= R*p(n-1)قبلا فرمول نمایی جمعیت به صورت 

بـرای مثـال    . یابد ولی از نظر ریاضی هیچ وقت به صفر نمیرسد           تدریج  کاهش می   
 باشد، در نسل دهم تعداد افـراد بـه          5/0 برابر   R و   100 جمعیت اولیه برابر     اگر

بنـابراین  .  نفر میرسـد   000000000182/0 و در نسل چهلم به       1953125/0
ولی در دنیای واقعی اینطور نیست .  به صفر نمیرسدp(n)از نظر ریاضی هیچوقت 

ه سرعت بـه صـفر      زیرا تعداد کمتراز یک نفر نمیتوان داشت و در عمل جمعیت ب           
چـه زمـان ایـن مـدل مفیـد       .  کمتر از یک، چندان مفید نیست      Rبه همین دلیل مدل نمایی با       . میرسد و مضمحل میشود   

  است؟
 کمتر از یک، موجب از بین رفـتن سـریع جمعیـت در              Rرابطه نمایی با    . فرض کنید یک جزیره دور افتاده وجود دارد       

مـدل  . ت یک شهر مسکون باشد، مقداری مهاجرت به آن انجـام میـشود            حال اگر جزیره مزبور در مجاور     . آن میشود 
  تغییر جمعیت جزیره فوق در این صورت به شکل زیر است

p(n) = R * p(n - 1) + M        p(n) = 0.80 * p(n - 1) + 1000   
ن بـه جزیـره     ، نـرخ مهـاجرت سـالانه از شـهر مـسکو           Mمقدار ثابت   .  گفته میشود  "مدل نمایی با مهاجرت   "که به آن    

    .مزبور است

 نفر بـه آن مهـاجرت       1000یابد ولی هر سال        درصد کاهش می   20این معادله به این معنی است که جمعیت هر سال           
در زیـر   .  نفـر اسـت    3080 و سال سـوم      2600 نفر  باشد، سال دوم جمعیت آن         2000اگر جمعیت اولیه آن     . میکنند

 و بالاخره جمعیت اولیـه      70/0 برابر   R،  1000، جمعیت اولیه    70/0بر    برا  R،  20000سه حالت برای جمعیت اولیه      
5000  ،R   و   80/0 برابر M      ملاحظه میشود کـه در هـر حالـت         .  نشان داده شده است    1000 برابرهر سه حالت برابر

 بر روی این سـطح طبیعـی اثـر گذاشـته و             M و   Rتر میشود و ثابتهای       جمعیت به سطح طبیعی خود نزدیک و نزدیک       
  . عت رسیدن به آن را کنترل میکنندسر



  )discrete logistic models(های منطقی منقطع  مدل
بینـی بـا ایـن مـدلها نتـایج غیـر واقعـی         پیش.  هستندRمدلهای نمایی جمعیت چنانچه قبلا توضیح داده شد تابع مقدار        

عوامل زیادی روی نـرخ رشـد       . ستنسلی به نسل دیگر ثابت ا      آورد زیرا فرض بر آن است که نرخ رشد از          بوجود می 

وقتی جمعیت کوچک اسـت، مقـدار غـذا، آب و مـسکن کـافی اسـت و                  .  اندازه جمعیت است   ، از همه مهمتر   .اثر دارند 
جمعیت به سرعت رشد میکند در حالی کـه وقتـی جمعیـت     

این مواد به اندازه کافی در دسـترس نیـست و            بزرگ باشد 
 است کاهش   جمعیت به آهستگی رشد میکند و حتی ممکن       

 p(n) = R * p(n در معادلـه  R ثابت ،به همین دلیل. یابد

و مـدل بـه   .  تغییر کـرده و خـود شـکل تـابع میگیـرد     (1 –
  :آید در میصورت زیر 

p(n) = R(p(n - 1)) * p(n - 1) 
 .یابـد   و جمعیت افزایش می    R>1وقتی جمعیت کوچک است،     . است) سمت چپ ( غالبا به شکل تابع روبرو       R(p)تابع  

باید توجه داشت که وقتی جمعیـت نـسبتا کوچـک اسـت،             . یابد  و جمعیت کاهش می    R<1وقتی جمعیت بزرگ است،     
R(p)  این واقعیت دارد زیرا یک جمعیت بسیار کوچـک در یـک مـسکن بـزرگ بـه سـرعت بیولـوژیکی                      .  ثابت است

از نظـر  .  فشار خود را آغـاز کنـد      ،که اثر جمعیت   ای بزرگ شود   نسل خواهد پرداخت تا به اندازه     کثیر  ممکنه خود به ت   
  :باشد زیر میفرمول  یک تابع خطی به شکل سمت راست است و دارای R(p)ترین تابع  ریاضی ساده

R(p) = a(1 - b p) 
بـسیار مناسـب و   این مـدل،    .  مینامند "مدل منطقی منقطع  "آید که آنرا     مدل اولیه به صورت زیر در می      در این صورت،    

  :ای متعدد آن ارائه شده استه  خاصی نشان میدهد که در تصاویر زیر نمونهجالب است و رفتارهای
p(n) = a[1 - b p(n - 1)] p(n – 1) 

  
  : نسل به شرح زیر است20برای ) ازچپ(ارقام محاسبه شده برای مدل سوم 

  
  
  



  )Pack-hunter(مدل سگ شکاری 
هـا غالبـا بـا     رشد جمعیت در این گونـه . مکاری میکنند، افراد با هم ه  از قبیل سگ شکاری های حیوانی  در برخی گونه  

  :ا تغییراتی در آن بیان میشودب از قبیل مدل زیر یمدلهای
p(n) = R(p(n - 1)) * p(n – 1) 

  :  در آن به شکل زیر نشان داده میشودR(p)تابع 
  
  

 باشد جمعیـت در نـسل بعـد کـاهش     R(p(n)) < 1وقتی 
هـایی   برای گونـه . یابد ی باشد افزایش م1<یابد و وقتی     می

وقتـی  . خواه جمعیت کوچک باشد خـواه بـزرگ     کمتر از یک است،    R(p)کاری میکنند،   ممثل سگ شکاری که با هم ه      
 از افراد وجود ندارند تا در شکار همکاری کننـد و            یجمعیت خیلی کوچک است جمعیت افت میکند زیرا تعداد مناسب         

آب و   یابد زیرا غذا، نیز جمعیت کاهش می همچنین وقتی جمعیت خیلی بزرگ باشد. آید فی گیر آنها نمی  الذا غذای ک  
دیده میشود که وقتی جمعیت کوچک یا بـزرگ         ) چپ( روبرودر تصویر   . ها نیست آنمکان کافی برای شکار در اختیار       

  . خواهد بود1 کمتر از Rاست، 
  .  را نشان میدهد R(p)تابع ) راست(گراف روبرو . فرض کنیم مدل زیر را داریم

  
R(p) = 0.5 + 0.0015 p - 0.000001166667 p (p – 500) 
p(n) = R(p(n - 1)) * p(n - 1) 

. داده شده است که از این مدل استفاده شده است ولی شرایط اولیـه جمعیـت متفـاوت اسـت                    در زیر سه منحنی نشان    
ز بین میرود ولی در دو مورد دیگـر کـه جمعیـت             به سرعت ا  جمعیت  توجه کنید که وقتی جمعیت اولیه کوچک است،         

  .اولیه زیاد است، این گونه به بقای خود ادامه میدهد
  
  
  
  
  
  

ر ـــــ ـ براب ، باشـد  P>=500 و در صورتیکه     500/(1.5p) باشد برابر    P<500 در صورتیکه    R(p)انچه  ـــبرای مثال چن  
(2 - p)/1000 هـا  آنا به صفر میرسد و اگر تعداد اولیـه  ه تعداد آن6در نسل    باشد،200باشد، اگر جمعیت اولیه برابر

 4 جمعیت پـس از  ، باشد600و اگر تعداد اولیه      رسیده و ثابت میشود    1000ا به   نه نسل تعداد آ   6 باشد پس از     400
 1000 نسل بـه مقـدار ثابـت         3 بعد از    نها نفر اولیه باشد تعداد آ     800 نفر رسیده و ثابت میشود و اگر         1000نسل به   

  .  میرسدنفر
ر ــــــ ـ باشـد براب   P>=500 و در صـورتیکه      500/(2p)رابر  ـــ ـ ب ، باشـد  P<500ورتیکه  ـــــ در ص  R(p)انچه  ــــو چن 

(2.5 - p)/1000 400اگـر جمعیـت اولیـه      نسل به صـفر میرسـد و  6 باشد بعد از 200باشد، اگر جمعیت اولیه برابر 
 نـسل بـه تعـداد ثابـت         17 نفر باشد بعـد از       600گر تعداد اولیه    ا.  میرسد 1500 نسل به مقدار ثابت      18باشد بعد از    

محاسـبات آخـرین   .  میرسـند 1500 به تعداد ثابت    17 نفر باشند نیز در نسل       800 میرسند و اگر تعداد اولیه       1500
  . استزیرمورد به صورت جدول 



  و معادلات تفاوت) Discrete Dynamical Systems(های دینامیکی منقطع  سیستم
 متضمن نوعی از تغییر هستند که در   ،های دینامیکی منقطع   ها و سیستم   سکانس.  در واقع ریاضیات تغییر است     ،حساب

کـشاورزی در نـسلهای منقطـع دیـده میـشود و گذشـته و آینـده را                   جمعیت حشرات منطقه حاره و یا قیمت فـراورده        
  :طعه اطلاعات در دسترس استارد دو قودر این گونه م. از سکانسهایی نشان داد میتوان با استفاده

شود و معادلـه  ی ـ نوشته مp(1995) یا نظیر آن نوشته میشوند و شرایط نهایی که شبیه p(1)شرایط اولیه که به صورت    
که چگونگی تغییر وضعیت از یک نسل به نسل بعد ) change equation(تغییر 

 p(n + 1) = f(p(n)) یـا  p(n) = f(p(n – 1))را نـشان میدهـد بـه صـورت     
یکی از دلایل اینکه ریاضیات ابزار قدرتمندی است این اسـت کـه             . نوشته میشود 

به مااجازه میدهد تا ایده مشابهی رابه طرق مختلف بیان کنیم کـه بـه نوبـه خـود                   
های مختلف است به این معنی که چیزهایی که ابتدا مهم و جـدی بـه                 دارای جنبه 

 آن توجه شود، به طـور ناگهـانی         نظر میرسند ممکن است اگر از جنبه دیگری به        
در این مبحـث سـه روش مختلـف         . از بین بروند و ارزش خود را از دست بدهند         

  : دهیمیبرای بیان تغییر را نشان م
که هـر   متمرکز میشود  که بر راهیp(n + 1) = f(p(n)) به شکل معادله تغییر

 difference (معادلـه تفـاوت  .  میگیـرد لنسل توسـط نـسل پیـشینی خـود شـک     

equation ( به شکلp(n + 1) - p(n) = g(p(n))  که بر روی تفاوت بین هـر  
کـه بـر   ) ratio equation (معادله نـسبت . نسل و نسل پیشین او متمرمکز است

  .روی نسبت بین هر نسل و نسل پیشین متمرکز است
 درصـد افـزایش     2/0 نفر بوده اسـت و هـر سـال           12345678 برابر   1995کنیم در کشوری جمعیت در سال        فرض

 = p(n + 1) نوشت و تغییر آنرا به صورت p(1995) = 12,345,678میتوان وضعیت اولیه را به صورت . یافته است

1.002 p(n) تفاوت آن را به صورت ، p(n + 1) - p(n) = 0.002 p(n) و نسبت آنها را به صورت p(n + 1)/p(n) 

زیـرا قـسمت راسـت     تـر اسـت    معادله نسبت از همه روشـن ،اصمورد خاین رای بتوجه شود که .  بیان کرد0.002 =
حـال اگـر در کـشوری منبـع اولیـه      . و به سرعت میتوان فهمید که یک مدل نمایی در اختیار ما است     معادله ثابت است  
در ایـن صـورت تغییـر جمعیـت را میتـوان بـه یکـی از           )  در سـال   30000با نرخ   (از مهاجرت باشد     جمعیت آن ناشی  

 و p(n + 1) - p(n) = 30,000 معادلـه تفـاوت   p(n + 1) = p(n) + 30,000معادلـه تغییـر   . نـشان داد کال زیر شا
تـرین    روشـن ،توجه میشود که در ایـن مـورد معادلـه تفـاوت     . p(n + 1)/p(n) = 1 + 30,000/p(n)معادله نسبت 

مختلـف مـدل کـه در بـالا          روشـهای . ریبا ثابت است  قاست و میتوان بلافاصله دانست که تغییر از سالی به سال دیگر ت            
را بـه بهتـرین وجهـی     های در اختیار شـما     مثال اگر داده   برای. مختلف آنالیز است    از طرق  ه مستلزم استفاد  ،اشاره شد 

.  دیده شود که آیا مقدار آن ثابت است یا خیـر p(n + 1)/p(n)بتوان با مدل نمایی نشان داد، مناسب است که نسبت 
د که تغییرات از نسلی به نسل بعدی تقریبا ثابت باشد در این صورت بـا ارزش اسـت کـه بـه     ی داراز طرفی اگر انتظار   

  .  توجه شودp(n +1) - p(n)تفاوت جمعیت در دو سال متوالی یعنی 
  د؟ی را به صورت معادله تفاوت و معادله نسبت بیان کنp(n + 1) = 1.05 p(n)معادله تغییر 

p(n + 1) - p(n) = 0.05 p(n) و   p(n + 1) / p(n) = 1.05 
  : های دو ستون اول جدول روبرو را تحلیل کنید داده

 حـول و حـوش میـانگین        ،توجـه شـود تفاوتهـا     .  ارائه شده است   4 و   3 محاسبه و در دو ستون       ،معادله تفاوتها و نسبتها   
یـر بـرای آن مناسـب        تغییر میکنند در حالی که نسبتها رو به کاهش است بنابراین به نظر میرسـد کـه مـدل ز                    1050



 p(n + 1) - p(n).   های واقعی معمول اسـت  اگرچه مقداری تغییرات تصادفی در آن دیده میشود که در داده. باشد
= 1050                 

  
  
  
  
  

  مدل سرمایش نیوتن
داغ وقتـی یـک جـسم    . مدل سرمایش نیوتن مورد بسیار خوبی است که در حساب و معادلات دیفرانسیل بکار میـرود  

بـرای انـسان در روزهـای سـرد همـین      . یابـد  مثل یک فنجان چای در مکان سرد گذاشته میشود، دمای آن کاهش می         
در واقـع در فـصل زمـستان،        .  انسان احساس سرمای بیشتری دارد     ،به تجربه میدانیم که در روزهای باد      . افتد  اتفاق می 

ببینیم اثر سرما و باد بر روی خنک        . شناسی درج میشود  سرما نیز در گزارشات هوا    -علاوه بر درجه حرارت، عامل باد     
کردن اجسام چیست؟ دو فنجان چای را تا حد جوش گرم کنیم و یکی از آنها را در معرض پنکه و دیگـری در هـوای     

  . خنک شدن آن چیزی شبیه گراف است. آزاد در همان مکان قرار میدهیم و کاهش دمای هر دو را ثبت میکنیم
  
  
  
  

  :توجه
  ،نهایت استر درجه فا190دمای اولیه  -1
  ، دقیقه خنک شده و به دمای اطاق رسیده است30 فنجان آب در عرض -2
 110 بـه    150 درجه همان مدت زمان نیاز است که برای سـرد کـردن از               150 به   190 رای سرد شدن جسمی از       -3

  ،درجه
شـما انتظـار    . س از آن کاهش دمـا وجـود نـدارد         یابد تا به دمای اطاق برسد و پ           دمای آب به طور ثابت کاهش می        -4

دارید که گراف به چه چیزی شباهت داشته باشد؟ وقتی آب داغ است، زودتر خنک میشود یا زمانی که گـرم اسـت؟                       
یابد؟ چـه مـدت زمـانی         آیا سرد شدن آب یکنواخت است؟ آیا دمای آب وقتی به دمای اطاق رسید دیگر کاهش نمی                

  ؟طول میکشد که آب سرد شود
  

  نقطه تعادل
ایـن مـدل در مـورد    .  دنبـال میکنـیم  p(n + 1) = 0.80 p(n) + 100بحث خود را در مورد مدل نمایی با مهـاجرت   

یابد ولی به   درصد کاهش می   20هر نسل جمعیت به اندازه      . جمعیتی است که در محیط بسیار نامناسب زندگی میکنند        
 نفر باشـد در ایـن       500اگر جمعیت کنونی برابر     .  صورت میگیرد   نفر در هر نسل به این جامعه مهاجرت        100اندازه  

اگـر جمعیـت    .  درصد کاهش جمعیت کمتر از میزان مهاجرت به آن بوده و در نتیجه جمعیت رشد میکند                20صورت  
 نفر در هر نسل بوده و در نتیجه جمعیت          100 از مهاجرت    تر   کاهش جمعیت بیش   د درص 20 ، نفر باشد  500بیش از   

 نفره است   100 درصدی جمعیت دقیقا برابر مهاجرت       20کاهش     شد،ا نفر ب  500ابد و اگر جمعیت دقیقا      ی کاهش می 
اگـر یـک سیـستم      . ای کـه جمعیـت بـدون تغیـر میمانـد           نقطه.  است نقطه تعادل این یک   . و جمعیت ثابت باقی میماند    



د، در این صورت نقطه تعادل نقطه  توصیف گردp(n + 1) = f(p(n))دینامیک منقطع توسط یک معادله تغییر از نوع 
P خواهد بود به طوریکه p = f(p)خودمان خواهیم داشت  و در مثال :  

p(n + 1) = 0.80 p(n) + 100             یا                  f(p) = 0.80 p + 100 

 بدست  500 حل شود عدد     Pآورد که اگر این معادله برای          از این معادله بدست    میتوان هر نقطه تعادلی را با استفاده      
  . آید می

اینجا نیز میتوان با حل معادله، نقطه تعادل را . را در نظر بگیرید p(n + 1) = 2.8[1 - .001 p(n)] p(n) مدل منطقی
  :آورد بدست 

p = 2.8 (1 - .001 p) p 
p = 2.8 p - .0028 p^2         
0 = 1.8 p - .0028 p^2         
0 = p(1.8 - .0028 p) p = 0  or  
1.8 - .0028  
p = 0.0028 p = 1.8                           
p = 1.8/.0028= 642.86 

  
مثال اگر دو  برای. ی و گرافیکی برای بدست آوردن نقطه تعادل استفاده کرددعد   همچنین میتوان از روشهای جبری،    

نقطـه  . ه بالا گراف روبرو را خـواهیم داشـت        برای معادل   را در یک محور مختصات رسم کنیم،       Y=p و   y=f(p)معادله  
تکنیک  و   تکنیک گرافیکی معمولا برای یافتن نقطه تعادل از       . اند ای است که دو منحنی باهم برخورد کرده        تعادل نقطه 

 شقبیـل رو  از(تکنیک گرافیکی یک برآورد کلی به مـا میدهـد در حـالی کـه تکنیـک عـددی        .  استفاده میشود  عددی
این روشها با کامپیوتر با سـرعت و دقـت          . براورد دقیق را در اختیار میگذارد     )  و روش نیوتن   bisection  به دو  تقسیم
  :نقطه تعادل معادلات زیر ارائه شده است. شودیانجام م

p(n + 1) = 1.05 p(n)                             p = 0 
p(n + 1) = p(n) + 250                      نقطه تعادل ندارداین سیستم دینامیکی  
p(n+1) = 3.2 (1 - .001 p(n)) p(n)           p = 0             or            p = 2.2/.0032 
p(n + 1) = 0.80 p(n) + 3000                  p = 15,000 
p(n + 1) = 3.4 (1 - .001 p(n)) p(n)         p = 0                  or               p = 2.4/.0034   
p(n + 1) = R p(n) + M                           p = M / (1 - R) 

  
  دیاگرام تار عنکبوتی

است کـه توسـط   )p(1), p(2), … p(n)(های  دیاگرام تار عنکبوتی، یک روش گرافیکی برای دیدن و تحلیل سکانس
  . ایجاد میشودp(n + 1) = f(p(n))سیستم دینامیکی 

 
) لاجــستیک(ل منطقــی مــد  بــا اســتفاده از

p(n + 1) = 3.4 [1 - .001 p(n)] p(n) 
و تصویر مربوط بـه نقطـه تعـادل کـه قـبلا         
ملاحظه شد، اولین مرحلـه ایـن اسـت کـه           

 مــشخص X رابــر روی محــود P(1)نقطــه 
سپس یک خط   ). تصویر سمت چپ  (کنیم  

 آنرا y=f(p) بر روی منحنی p(1), f(p(1))) = (p(1), p(2))(عمودی از این نقطه به منحنی رسم میکنیم تا در نقطه 
) p(2), p(2)( به نقطـه  y=f(p) بر روی منحنی p(1), p(2))(مرحله بعد این است که یک خط افقی از نقطه . قطع کند

 رسم کنیم   y=f(p)این فرایند دو مرحله ای که ابتدا یک خط عمودی بر منحنی             .  رسم نماییم  y=pبر روی خط قطری     



همـین  .  را به طور گرافیکی به عهـده دارد p(2) = f(p(1))به خط قطری برسانیم وظیفه محاسبه و سپس به طور افقی 
  . انجام داد...  و p(3) ،p(4)عملیات را میتوان برای نقاط 

  .عنکبوتی را برای مسئله زیر رسم کنید دیاگرام تار: مثال
p(n + 1) = 2.5 [1  .001 p(n)] p(n) 
p(1) = 50 

  . راست بالادیاگرام سمت: جواب
  

  رفتار دراز مدت
د بـه نمـایش     وعاده و عجیبی از خ ـ    لا  رفتارهای فوق  - سیستمهای واقعی و مدلهای ریاضی     -سیستمهای دینامیکی منقطع  

تـرین   سـاده . کنیم ها را مرور می   نحث آ بدر این م  . میگذارند
 اسـت کـه   p(n + 1) = R p(n) مدل نمـایی  ،مدل جمعیتی

 رشـد ثـابتی در نـسلهای        نشان میدهد که جمعیـت بـا نـرخ        
 p(n + 1)مثال مدل  برای. یابد بعدی افزایش یا کاهش می

= 1.20 p(n)دهـد کـه جمعیـت در هـر نـسل بـه       ی نشان م
در ایــن مــدل بحــث . یابــد  درصــد افــزایش مــی20انــدازه 

گوییم  بلحاظ ریاضی می  . ظرفیت محیطی مطرح نشده است    
ه  خواهیم داشـت بـه طـوری ک ـ        n، یک   Bکه برای هر عدد     

|p(n)| > B .بدون حد و مرز ،در این حالت گفته میشود که سکانس )unbounded (اگر چنانچه یک . استB  وجـود 
اسـت و  ) bounded( محـدود  ،یم سکانسی در این صورت میگوp(n)| <= B| داشته باشیم nداشته باشد که برای هر 

Bزمین و منطقه زیست مختلف محدود هستندعملا جمعیتهای واقعی تماما محدود هستند زیرا کره.  استن مرز آ .  
  

   حد-سیستمای دینامیکی منقطع
اطلاعـات  ترین مـدل منطقـی اسـت،     که ساده، p(n + 1) = 2.8 [1 - .001 p(n)] p(n) و p(1) = 50در مدل منطقی 

 بـه   86/642میرسد که جمعیت در نقطه تعـادل         به نظر .  گراف و دیاگرام تار عنکبوتی به صورت روبرو است         ،جدول
به عبارت بهتر جمعیت بـه  . نزدیک میشود ) Limit (حدگوییم جمعیت به یک       می موارددر این   . تعادل جمعیتی برسد  

 = 86/642ای ماننـد     یی از ایـن قبیـل بـه سـمت نقطـه           اه ـ وقتـی سـکانس   . نقطه تعادل رانده شده و یا جذب میگـردد        
                                                                  :است و مینویسم 1.8/0.0028  نزدیک میشوند، میگوییم که دارای یک حد8/1 ÷ 0028/0

Lim    p(n) = 1.8/.0028 = 642.86  | n --> oo 
دارای مفـاهیم متفـاوت و ویـژه هـستند اگرچـه غیـر              ) bound(و بانـد    ) Limit(توجه داشته باشـید کـه دو واژه حـد           

در اینجا منظور ما همـان      . برند   به یک معنی بکار می     دانان آنرا   ریاضی
و ) - =p(1)برای هر سیـستم دینـامیکی منقطـع و معقـول     . حد است

p(n + 1) = f(p(n) و با فرض اینکه f      یـک تـابع مـداوم باشـد، اگـر 
 حد سکانس   Lاگر  : ، در این صورت تئوری زیر را داریم       

p(1), p(2), … باشد، در آن صورت Lعادل است یک نقطه ت :  
  
  

Lim    p(n) = L | n --> oo 



 :در این صورت
Lim    f(p(n)) = f(L) | n --> oo 

  : داشته باشیمn >= N به طوری که برای هر ، را پیدا کنیمNبا فرض یک خطای اپسیلونی، باید یک : گواه
 |f(p(n)) - f(L)| < epsilon 

  ین صورت ا درx - L| < delta| اگر  مداوم و متصل است لذا یک دلتا دارد بطوری کهfچون 
 |f(x) - f(L)| < epsilon  

 p(n) - L| < delta| باشـد  n >= N وجود دارد که اگـر  N لذا یک ، به صفر میل میکندn وقتی p(n) = Lو چون حد 
  .  و این گواه کافی برای اثبات آن استf(p(n)) - f(L)| < epsilon|این دلالت بر آن دارد که . خواهد بود

  
  ها  چرخه-رفتار بلند مدت

، رفتار ها متفاوت است و جـدول و دیـاگرام   p(n + 1) = 3.4 [1 - .001 p(n)] p(n) و p(1) = 50در مدل منطقی 
  .ی آن در زیر ارائه شده استتوبعنک

را یک چنـین الگـویی      .  نفر نوسان میکند   840 و   450 جمعیت بین دو محدوده      ،چنانچه ملاحظه میشود در این نمودار     
در . نام دارد ) cycle(که در آن تعداد مشخصی دائما تکرار میشود اصطلاحا چرخه           

 cycle or cycle of-2(دوگانـه  ه خاین مورد چون دو عدد تکرار میشود آنرا چر

period 2 (چرخـه  وقتی الگوی تکـرار، سـه عـدد را شـامل شـود بـه آن       . میگویند
ما نقاط تعادل را بـرای      . ه تعادل دارد  چرخه شباهتهایی با نقط   ...  میگویند و    گانه  سه

 و از طریق حل معادلـه  p(n + 1) = f(p(n))یک سیستم دینامیک با معادله تغییر 
p = f(p) معادله نقاطی را پیـدا میکنـد کـه در آن منحنـی     ن از نظر گرافیکی، حل ای. وریمآ یم بدستy = f(p)  خـط 

 ،از نظر گرافیکی.  داریمp = f(f(p))چرخه دوگانه یک الگوی میدهد که ن حل معادله نشا.  را قطع میکندy=pقطری 
    خط قطری را قطع میکندy = f(f(p))حل مسئله نقاطی را نشان میدهد که در آن منحنی 

  . باید توجه داشت که نقاط تعادل نیز راه حلی برای این معادله هستند
 است یک حد برای سکانسهای تولیـد شـده توسـط      ریم که یک نقطه تعادل در یک سیستم دینامیکی ممکن         وآ بیاد می 

.  یا بیشتر ممکن است یک سکانس را جذب کند یا نکنـد             دوگانه همچنین یک چرخه  . سیستم دینامیکی باشد یا نباشد    
 p(n + 1) = 4.0 [1 - .001 و p(1) = 50برای مثـال مـدل منطقـی    

p(n)] p(n) در اینجـا متفـاوت از   رفتـار جمعیـت   .  را در نظر بگیریـد
در تـصویر   وتی آن   ب ـ نمـودار و دیـاگرام عنک      ،جدول. مثالهای بالا است  

الگوی خاصی در میان    ملاحظه میشود که    . داده شده است  نشان  روبرو  
و یا  ) randomness( تصادفی    ،)chaos (کیاساین وضعیت را    . نیست

 … ,p(1), p(2), p(3)میگویند زیرا سکانس اعـداد  ) weird(عجیب 
دهند و به نظر میرسد که بر حـسب اتفـاق و             یم  ن  الگویی از خود نشان   

  . قائده بوجود آمده باشد تصادف و یا فرایندهای بی
 یـک نقطـه   p(1) از خود کیاس نشان میدهد مگـر اینکـه   p(n + 1) = 4 [1 - b p(n)] p(n)هر مدل منطقی از فرم 

 4 نزدیـک بـه   a کـه در آن  p(n + 1) = a [1 - b p(n)] p(n) مدلهای منطقی از فـرم  . تعادل و یا یک چرخه باشد
 الگو دچار ، باشد4نزدیک به   aجالب و تا حدودی مشکل است که تعیین کنیم که چکونه اگر             . باشد نیز کیاس هستند   

  . کیاس میشود
  



  بندی نقاط تعادل  دسته
هـا جـوهرا     ط تعـادل  برخـی از ایـن نقـا      . تا کنون مثالهای متعددی در باره نقطه تعادل برای سیتمهای دینامیکی دیدیم           

بندی نقاط تعادل به ما کمک       دسته. ا به هم نزدیک میکنند و برخی برعکس جاذب نیستند         رجاذب هستند و سکانسها     
برای این منظور دو نوع مـاژول را      . یمنها با مدلهای رفتاری دراز مدت را بررس ک        نمیکند تا انواع نقاط تعادل و رابطه آ       

بندی نقاط تعادل و اثر انواع مختلف آنها بر رفتار بلند مدت          که در آن چگونگی دسته     ماژول کشفی : میتوان دنبال کرد  
بندی نقاط تعادل و اثر انواع مختلـف آنهـا بـر رفتـار دراز مـدت                    که چگونگی دسته   ماژول مرجع . مدلها، کشف میشود  

  . مدلها را توصیف میکند
مـدل سـگ شـکاری و مـدلهای منطقـی         نمایی با مهـاجرت، در ماژول کشفی لازم است که قبلا آشنایی کافی با مدلهای     

 نقطه تعـادل جـاذب و   ،p(n + 1) = f(p(n)آیا در یک سیستم دینامیکی . باشیم داشته
م یرد بررسـی قـرا میـده      و را م  سیستم دینامیکی خطی  ترین    ساده. متمرکز شونده است  

.  هـستند p(n + 1) = m p(n) + b خطی است و به شکل عمومی f(p)که در آن تابع 
به این دلیل که پیدا کردن نقطه تعادل آنها آسان است و فقط یک استثنا وجـود دارد و                   

و یـا هـر نقطـه از آن، نقطـه تعـادل محـسوب                ) b≠0اگـر   ( زیرا یا نقطه تعادل وجـود نـدارد          m=1آن وقتی است که     
  انتخاب کرد و متوجه شـد کـه چـه          mمیتوان ضرایب مختلفی برای     ). b=0اگر  (میگردد  

 جاذب است و در چـه       ، در سیستم دینامیک ساده خطی فوق      b/(1-m)زمانی نقطه تعادل    
 صادق اسـت و آیـا شـرایط اولیـه تـاثیر و اختلافـی               نهایت    شرایطی حد بی  

  . آورند بوجود می
یک دلیل اینکه اغلب آنها بیش از یک نقطه تعادل . تر است  کار مشکلp(n + 1) = f(p(n)در سیستمهای غیر خطی 

 شکاری گو مدلهای س  دارای دو نقطه تعادل استp(n + 1) = a [1 - b p(n)] p(n)  ارند برای مثال مدل منطقید
افزارهای ریاضی به راحتی میتوان مدلهای منطقی مختلف و نیـز مـدلهای               از نرم  هبا استفاد . دارای سه نقطه تعادل است    

دل جاذب است بررسی نمـود و متوجـه شـد کـه در چـه                سگ شکاری را بررسی کرد و شرایطی را که در آن نقطه تعا            
  .  صادق استشرایط حد بینهایت 

 کـه از دو نظـر مهـم         غیرخطـی  و   خطـی بنـدی    تئـوری دسـته   : ماژول مرجع نیز به نوبه خود دارای دو تئوری مهم است          
نـد و دوم اینکـه      دهیتمهای دینامیک منقطـع را جـواب م       ساول اینکه سوالات مهمی در مورد نقاط تعادل در سی         : هستند

  . اصولی را در مورد توابع خطی و غیر خطی بیان میکنند
 نباشــد در ایــن صــورت سیــستم 1 بــرای mاگــر : بنــدی خطــی تئــوری دســته

 b/(1( تنها دارای یک نقطه تعادل p(n + 1) = m p(n) + bدینامیکی خطی 

- m است و اگر |m| < 1     نقطه تعادل جاذب است و بـرای همـه شـرایط اولیـه 

 – pn+1|مهمترین گواه برای اثبات آن، مقایـسه فاصـله   . است 

(b/1-m)| با فاصله |pn – (b/1-m)|است  . 

 بـه     باشـد    m|<1|حـال اگـر     .  و   و این نـشان میدهـد کـه         

  .  و این مسئله را اثبات میکندطوری که 
در . اسـت  p(n + 1) = f(p(n)) یک نقطه تعـادل در سـیتم دینـامیکی    qفرض کنیم که : بندی غیرخطی تئوری دسته

 اسـت و در ایـن صـورت    q نزدیک p(1)ین زمانی است که  جاذب است و اq نقطه تعادل f'(q)| < 1|این صورت اگر 
  تنهـا یـک نقطـه   ، خطیدلدر م. به نقاط تشابه و نقاط اختلاف بین دو تئوری خطی و غیر خطی توجه کنید        



 شـیب   ،در مدل خطی  .  ممکن است چند نقطه تعادل وجود داشته باشد        در مدل غیرخطی  ه  ک تعادل وجود دارد در حالی    
m                 در نقطه    مشتق معادله  ، تعیین میکند که آیا نقطه تعادل جاذب است یا نه؟ در حالی  که در حالت غیرخطی q   نقـش 

تمرکز  سکانسها م  باشداست به این معنی که اگر نقطه تعادل جاذب          ) global( عام   ،تئوری خطی . شیب را بازی میکند   
است به این معنی که     ) local( محلی   ،تئوری غیر خطی  . اشد اثری داشته ب   نمیشوند بدون اینکه شرایط اولیه بر روی آ       

.  باشـد  q نقطه تعادل باشد تنها در صورتی سکانسها را متمرکز میکند که شرایط اولیه به اندازه کافی نزدیک به                    qاگر  
 بـا  ،گری غیر صفر است و این دو نقطـه تعـادل        یها صفر و د   ن یکی از آ   شکاری دو نقطه تعادل جاذب دارد که       مدل سگ 

ای  ه بـالای ایـن حـد آسـتانه    یای بیولوژیکی میباشد و اگر جمعیت اول      نقطه تعادل دیگری همراه میشوند که حد آستانه       
 همان نقطه غیر    معمولا نقطه تعادل نهایی   ) به غیر از مواردی که اندازه جمعیت بسیار زیاد است         ( در این صورت     ،باشد

گونه از بین میـرود و نقطـه تعـادل بـه سـمت                 ای باشد،  اهد شد ولی اگر جمعیت اولیه کمتر از این حد آستانه          وصفر خ 
  . صفر میرود

  
  گانههای دو بندی چرخه دسته

وع ای از ن ـ   بندی کرد زیرا یک سیـستم دینامیـک دو چرخـه            را طبقه  گانههای دو  از نظر ریاضی به راحتی میتوان چرخه      
p(n + 1) = f(p(n))،  تم دینامیـک  س یک نقطـه تعـادل از سی ـq(n + 1) = f(f(q(n)) بتـه عملیـات جبـری    لا.  اسـت

میخـواهیم بـدانیم کـدام مـدل منطقـی دارای چرخـه             . زار جبری استفاده کـرد    فا محاسبه آن دشوار است و باید از نرم       
 p(n + 1) = a [1 - bرای مـدل منطقـی از نـوع     تعیین نقاط تعادل و دو چرخه ب ـ،مرحلهن اولی. دوگانه جاذب است

p(n)] p(n) نرم افزار (  استCAS windows .(دوم انتخاب یک نقطه حقیقـی دارای چرخـه دوگانـه اسـت     ه مرحل
 f(f(p))مرحله بعد محاسـبه مـشتق تـابع         ). افزار نرم(ای که در چرخه دوگانه هست ولی نقطه تعادل نیست            یعنی نقطه 

  . است و بقیه مراحل
  

  )period-doubline (دوبله کردن دوره زمانی و راه رسیدن به کیاس
دیدیم کـه بـه    های منطقی قبلا مدل.  رفتارهای جالبی دارندf(p) = a (1 - bp) p و p(n + 1) = f(p(n))مدل منطقی 

م کـه بـه     یی دیـدی  اهای بیـشتر میرسـند و همچنـین مـدله          های دوگانه و چرخه    هخیی که به چر   ایک حد میرسند، مدله   
 مـاژولی را    ،در اینجـا  . کیاس میرسند 

ایم کـه اصـطلاحا راهـی بـه          ارائه داده 
 سوی کیاس نام دارد و رفتـار زیبـایی      

 معنی که   ندهند به ای  باز خود نشان م   
به سمت یک حد و همزمـان بـه یـک           

  :چهار فیلم تهیه شده است که همگی از خانواده مدلهای منطقی زیر هستند. ه دوگانه میرسدخچر
p(n + 1) = f(p(n)) 
f(p) = a (1 - 0.01 p) p 

دومـین  .  باشدp(1)=5 در حالی که ، را نشان میدهد   اول  نسل 20 فیلم   ناولی.  است 4 تا   0 بین   aدر دو فیلم اول مقدار      
 نـشان  ی را بـه رنـگ آب ـ  y = f(f(p)) رابه رنگ قرمز و منحنـی  y=f(p) را به رنگ سیاه، منحنی y=pفیلم خط قطری 

 برخورد میکند و اینکه y=p با خط y= f(p)ای است که در آن منحنی   یاد داشته باشیم که نقطه تعادل نقطهبه. میدهد
همچنین به یاد داشته باشیم که چرخه       .  در نقطه تعادل کمتر از یک باشد       ||f'(p)نقطه تعادل به شرطی جاذب است که        

 میکند که نقطه تعـادل نیـستند بـه    د برخورy=p خط  باy = f(f(p))دو تایی یک جفت نقطه هستند که در آن منحنی 
در فیلم اول میتوانیم یـک چرخـه دوگانـه جالـب را ببینـیم               . یکندمبرخورد ن  y=p با خط    y=f(p)این معنی که منحنی     



تـوان در دومـین فـیلم نمونـه چرخـه           یهمچنین م . از چند نسل، جمعیت بین دو رقم خاص، زیاد و کم میشود            زیرا پس 
 را در نقاطی که نقطه تعـادل نیـستند، دو بـار قطـع     y=p خط قطری y = f(f(p))د با این توجه که منحنی دوگانه را دی

از فیلم دوم میتوان فهمید که چرا برخی از این مدلها بـه جـای اینکـه بـه حـد برسـند بـه یـک چرخـه دوگانـه                               . میکند
در این نقطه به لحاظ قدر مطلق  رمز است که به رنگ قy = f(p)نقطه تعادل جاذب نیست زیرا شیب منحنی . میرسند

بینیم که شـیب آن کمتـر از قـدر     در دو نقطه چرخه دوگانه می) آبی (y = f(f(p))با توجه به منحنی .  است1بیشتر از 
ای   دورهای به نـام دوبـل شـدن          ما به پدیده  . ه چرخه دوگانه جاذب و همگرا است      کین دلیل است    مبه ه .  است 1مطلق  

به طـو رکلـی   . ه در آن یک نقطه تعادل جاذب به هم میخورد و همزمان یک چرخه دوگانه ظاهر میشود     علاقه داریم ک  
  . ای درست همان زمانیکه یک چرخه دوگانه جاذب و همگرا ظاهر میشود به هم میخورد هر چرخه جاذب چند چرخه

  رشـد کنـد،  4 بـه  1ر یک مـدل منطقـی از     دaزمانیکه ثابت . اگر دو فیلی اول را ببینید، متوجه این پدیده خواهید شد        
خـود را بـه یـک چرخـه دوگانـه            خواهید دید که یک نقطه تعادل جاذب جـای          

میتوانید فیلم را کادر به کادر ببینید       . های دیگری نیز میتوان دید     پدیده. میدهد
یا حرکت به جلو و عقب را تکرار کنیـد تـا فهـم درسـتی از پدیـده                   

دو فیلم دیگر مثالی از دوبل      . ورید بدست آ  دوره زمانی دوبل شدن   
شدن زمان را نشان میدهد که در آن چرخه دو گانه جاذب به هم میخورد و همزمـان بـا آن یـک چرخـه چهـار گانـه                             

 بـه رنـگ   y = f(f(p)) به رنـگ سـیاه، منحنـی    y=pخط قطری .  موارد زیر را نشان میدهندمهر دو فیل. ایجاد میشود
هر دو فـیلم مـشابه هـم هـستند بـا ایـن تفـاوت کـه فـیلم دوم، یـک           .  به رنگ آبیy = f(f(f(f(p))))قرمز و منحنی 

به فیلمها دقیق نگاه کنید که در زمانیکه چرخـه دوگانـه جـاذب محـو     . کلوزآپ از یکی از دو نقطه چرخه دوگانه است        
 از نظـر    یزمـان دوره    فهم دوبل کـردن    یبرا. افتد اتفاق می  را میگیرد، چه چیزی   نمیشود و یک چرخه چهارگانه جای آ      

 Sهر سه شـکل دارای یـک قطعـه    .  هستند3/3 و 3، 7/2 برابر aمربوط به    به سه تصویر زیر نگاه کنید که         ،گرافیکی
این ) a=2.7(در اولین شکل .  متمرکز استq هستند که در حول و حوش نقطه تعادل y = f(f(p))شکل برای منحنی 

 ،)a=3(در شـکل وسـطی   .  اسـت q تعادل غیر صـفر  ه قطع میکند که نقط شکل خط قطری را فقط در یک نقطه     Sقطعه  
ای است   این همان لحظه  .  قطع میکند ولی مماس بر این خط در همین نقطه نیز هست            qهمچنان خط قطری را در نقطه       

 شـکل   Sقطعـه   )  a=3/3(در شکل سـمت راسـت       . ه دو گانه ظاهر شود    خکه نقطه تعادل میرود که به هم بخورد و چر         
این دو نقطه جدید دو نقطه از چرخه دو گانه          . نقطه تعادل و دو نقطه جدید     . ط قطری را در سه نقطه قطع کرده است        خ

در نقطـه  . ه و ثانویه آن توجه شـود یتق اولش و مg(p) = f(f(p))برای درک بهتر مسئله بالا بهتر است به تابع . هستند
  : داریمf(q)=q برای qتعادل 

متوجـه خواهیـد شـد کـه در ایـن شـکل          .  است محاسبه نمایید   a=3 را وقتی    f'(q)وجه کنید و یا      ت a=3مجددا به شکل    
f'(q) = -1بنـابراین  .  استg'(q) = 1      اسـت و مـا از نظـر جبـری نیـز 

 تانژانت y = g(p)منحنی  .بینیم که به روش ریاضی  میاهمان چیزی ر
 = g''(q)در ضمن توجه کنید کـه  .  در این نقطه استy=pخط قطری 

محاسباتی که کـردیم متکـی بـر    .  استy = q(p)میدهد که این نقطه در واقع نقطه عطف منحنی  و این نشان  ا ست0
بـه  .  نیـست  f(p)ر قوانین عمومی ریاضی و جبر دیفرانسیل است و تنها شکل خاصی از تابع اولیـه                 گقانون زنجیره و دی   

ه تکه فقط مـدلهای منطقـی را در بـر داش ـ            یک پدیده منفرد    پدیده عمومی است و نه     ،ای همین دلیل دوبل کردن دوره    
این نوع رفتار به جای اینکه یک پدیده استثنایی باشـد   .  یک پدیده عمومی است    "راهی به سوی کیاس   "در واقع   . باشد

  . یک پدیده رایج و عمومی است
  :آیا شامل دوبله کردن زمانی میشود  یک عدد مثبت است،aمدل زیر که در آن 

p(n + 1) = f(p(n)) 



f(p) = a p / 2^p 
 f'(q)| = 1| و حل معادله f'(q) دارد که میتوان با محاسبه q = (log a) / (log 2)این مدل یک نقطه تعادل غیر صفر 

 در  های ک ـ  متوجه میشویم کـه نقطـه     . آورد  آنرا بدست   
 است این a = e^2 نقطه تعادل از بین میرود نقطه نآ

ــ،خــانواده از مــدلها ــار دوب دقیق ــا همــان رفت ه شــدن ل
را از خود نشان میدهنـد کـه در مـدل منطقـی          ای    دوره

  .مشاهده کردیم
  گانه و مدل منطقی را مقایسه کنید؟ چرخه سه
 خـط  y = g(p) مطالعه میکنیم و دنبال نقاطی میگردیم که منحنی g(p) = f(f(f(p)))گانه را با بررسی تابع  هچرخه س

دو تصویر زیر دو فریم از یک فیلم است که این گراف را در نتیجه . ه تعادل هم نباشد را قطع کند و نقطy = pقطری 
 بـه رنـگ آبـی    y = g(p) = f(f(f(p))) به رنگ قرمز و گراف y=f(p)گراف تابع .  نشان میدهد4 به 0 از Aافزایش 

میکنـد و ایـن نقطـه        را قطـع     y=pدر فریم سمت چپ، گراف آبی فقط در یک نقطه خط قطری             . نشان داده شده است   
ن سـه جفـت نقطـه مـرتبط بـا چرخـه       یا.  آنرا قطع میکند ،در فریم سمت راست در سه جفت نقطه اضافی        . تعادل است 

بـه   .هـا جـاذب و دیگـری رفـع میـشود          ناز آ  اولین بار ظاهر میشوند، یکی     گانه برای  هوقتی این چرخه س   . گانه است  هس
ی دیده میشود و درست به محض اینکه ظـاهر میـشوند، هـر جفـت                خط قطر   منحنی آبی تانژانت   ههمین دلیل است ک   

  .رددا) مطلق(یگری شیب بیشتر از یک آن کمتر از یک است و د) مطلق(یک نقطه دیده میشود که شیب   نقطه تقاطع،
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